DIMOSTRAZIONI DI PROPRIETA’: FIGURE E ALGEBRA

Dimostrazioni senza parole

Il percorso didattico di seguito proposto fa uso di alcune “dimostrazioni senza parole” tratte dal testo di Roger B. Nelsen, “Proof without words”, pubblicato da The Mathematical Association of America. Si tratta di proposte di dimostrazioni, presentate mediante il nome del teorema o la formula da dimostrare, una o più figure tra loro collegate, pochissime indicazioni testuali, qualche formula e la richiesta di costruire, a partire da queste indicazioni, la dimostrazione in oggetto.  Esse - si legge nell’introduzione del testo - “aiutano l’osservatore a vedere e capire perché una particolare affermazione può essere vera, ed anche a vedere in che modo avviarne la dimostrazione.” Offrono, inoltre, l’occasione per sollecitare riflessioni e confronti tra diversi tipi di dimostrazioni di uno stesso risultato, in modo da abituare gli alunni a non restare vincolati ad un’unica procedura dimostrativa, ma a scoprire collegamenti tra le diverse parti della matematica e a “cambiare frame” al momento opportuno. (cfr. lucido lezioni 2.6)

Inoltre permettono di:

· verificare come gli alunni abbiano interiorizzato e siano in grado di utilizzare, in situazioni problematiche nuove, le conoscenze già acquisite;

· ribadire come l’utilizzo del linguaggio delle figure ritorni utile per scoprire e rendere chiaro il  percorso logico di alcune procedure dimostrative;


· consolidare la capacità di formalizzare e di esprimere con un linguaggio rigoroso le intuizioni ottenute dall’analisi geometrica.

Si è sperimentato l’uso delle “dimostrazioni senza parole” in due modi:

· presentando agli alunni delle schede, che non contengono la relazione o la formula da dimostrare, ma che guidano alla scoperta di tale risultato;

· sottoponendo agli alunni una sorta di “rebus”, cioè presentando la relazione da dimostrare, alcune figure tra loro collegate e qualche piccolo suggerimento. 

La ricerca della dimostrazione proposta dalle schede può essere condotta individualmente, in gruppi di 2 o 3 persone o mediante una discussione collettiva. La prima fase del lavoro consiste prima nell’intuire e poi nel costruire le dimostrazioni richieste; la seconda fase nell’esposizione, orale o scritta, in linguaggio rigoroso, dei procedimenti dimostrativi individuati.

Gli alunni sono poi invitati ad estendere alcune proprietà ad altri casi, utilizzando metodi dimostrativi analoghi.

La discussione in classe sul lavoro svolto dagli alunni e sui risultati ottenuti è infine preziosa occasione di precisazioni e approfondimenti sia sui contenuti del lavoro stesso che sulle procedure utilizzate.

Tra le dimostrazioni proposte dal testo citato ne sono state scelte alcune di contenuto algebrico. 

La somma di un numero positivo e del suo reciproco vale almeno 2.
Le prime due schede guidate servono ad introdurre il metodo di lavoro e a familiarizzare con esso; inoltre la seconda appare una guida alla generalizzazione della proprietà scoperta nella prima scheda (la prima scheda può essere tralasciata per classi avanzate). Esse sono strutturate per il lavoro di gruppo, che, però, può essere sostituito da una discussione guidata in classe.

[N.B. Nelle schede sono riportate in parentesi quadre alcune risposte attese, al solo scopo di rendere più agevole la lettura]

SCHEDA DI LAVORO n° 1         

Questa scheda ti guiderà alla scoperta di una proprietà dei numeri, attraverso l’uso della geometria. Osserva la figura e poi segui le indicazioni proposte. 
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· Costruisci dei quadrati di lati 
[image: image20.png]


, e disegna al loro interno quattro rettangoli, come in figura.

· Per ogni quadrato rispondi alle seguenti domande:

· Calcola l’area del quadrato e dei rettangoli in esso contenuti

· Che relazione c’è tra l’area del quadrato e la somma delle aree dei rettangoli?

· In tutti i casi, che cosa si può dedurre per la misura del lato del quadrato?

· Ritieni che questa proprietà valga ancora se cambia la misura del lato del quadrato (sempre che sia la somma di un numero positivo e del suo reciproco)? Perché?

· E se si considerano numeri frazionari? Prova con qualche numero come 
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E se si considerano numeri reali? Perché?

SCHEDA DI LAVORO n° 2   

Questa scheda ti guiderà a dimostrare la proprietà che hai “visto” nella scheda precedente. Osserva la figura e rifletti, poi rispondi alle seguenti domande, motivando tutte le tue risposte.


· E’ lecito attribuire alle misure dei lati dei rettangoli i valori x e 
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· Quale relazione sussiste tra i dati, x, 
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 , 1, riportati in figura?

· Confronta l’area del quadrato con la somma delle aree dei quattro rettangoli? Quale relazione algebrica verificano? 
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· Che cosa si può dedurre per la somma x + 
[image: image6.wmf]x

1

? 
[image: image7.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

³

+

2

1

x

x

 

· Può valere in qualche caso l’uguaglianza?

Proviamo a cambiare le dimensioni degli elementi in figura:





· Può verificarsi che il lato di misura 
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sia maggiore del lato di misura x (cioè è possibile costruire una figura come quella riportata)?

· Se sì, si verifica ancora la stessa proprietà per la somma x + 
[image: image9.wmf]x

1

?

· Enuncia “a parole” la proprietà che hai trovato.

· La dimostrazione fatta dipende dalla figura?

· La proprietà dimostrata vale per ogni valore reale positivo di x?

· Quale dimostrazione di tipo puramente algebrico puoi fare per questa proprietà?

La disuguaglianza è verificata anche per valori di x non positivi?

SCHEDA DI LAVORO n° 3      (Rebus)     

[Lavoro di gruppo, eventualmente una figura per gruppo]

[Prerequisiti: teorema di Pitagora (figura1); equazioni e rappresentazioni cartesiane di retta ed iperbole (figura 2); similitudine (figura 3)]

In questa scheda di lavoro sono suggerite tre diverse dimostrazioni della stessa proprietà, sotto forma di “rebus”.

Accanto ad ogni figura sono riportate delle indicazioni che ti permetteranno di risalire alla dimostrazione.

L’obiettivo del lavoro è ricostruire le dimostrazioni proposte e poi esprimerle, per iscritto, in forma chiara e sintetica, a partire da come è stata costruita la figura, e spiegando e motivando bene sia le indicazioni che accompagnano la figura, sia il ragionamento che conduce alla tesi.

Mi raccomando, non dare niente per scontato!

“La somma di un numero positivo e del suo reciproco vale almeno 2”
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Se gli studenti sono in difficoltà si può suggerire un metodo di lavoro: per esempio, giustificare prima le indicazioni presenti in figura e poi cercare una relazione tra alcuni elementi della figura, che, espressa in forma algebrica, conduca alla proprietà da dimostrare.

1. La figura si può costruire se è x ( 1 e, in tal caso, le misure dei lati del triangolo sono giustificate dal teorema di Pitagora. La relazione richiesta si ottiene dal confronto tra il cateto di misura 2 e l’ipotenusa. 

Può darsi che qualche studente scopra – altrimenti vale la pena di suscitare l’osservazione nella discussione in classe – che se è 0 < x < 1 si può costruire una figura analoga in cui la misura del cateto minore sia  
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( x  e ripercorrere la stessa dimostrazione.

2. Il risultato si ottiene, ovviamente, dal confronto dei grafici, da cui risulta 
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E’ interessante far osservare che questo tipo di dimostrazione permette di trovare un analogo risultato per i numeri negativi, costruendo l’altro ramo di iperbole e la tangente nel vertice, di equazione y = ( 2 ( x.

3. Anche in questo caso bisogna considerare x ( 1 per effettuare la costruzione in figura. 

La misura 
[image: image14.wmf]x

1

 riportata si giustifica, per esempio, con la similitudine dei due triangoli di cateti (1, x) e 
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Poiché, inoltre, anche il triangolo di cateti (a, b) è simile ai precedenti, dall’ipotesi x ( 1 discende anche a ( b, pertanto la relazione richiesta si ottiene osservando che si ha 

x + 
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 = (1 + a) + ( 1 – b) = 2 + (a – b) ( 2. 

E’ interessante, anche in questo caso, far notare che per 0 < x < 1 la figura si può ancora costruire scambiano x e 
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In tutti e tre i casi può essere utile chiedere quale figura si ottiene se è x =
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Sono riportate di seguito un’altra scheda guidata e tre schede – rebus relative a dimostrazioni senza parole che illustrano e giustificano geometricamente alcune identità algebriche. 

SCHEDA DI LAVORO n° 4

Completa il quadrato           



Osserva e rifletti

· Quali relazioni sono suggerite dalla figura? Esprimile “a parole”.

· Come puoi esprimere in simboli

·  la somma suggerita nella prima figura

·  la somma suggerita nella seconda figura

·  la differenza suggerita nella terza figura

· Scrivi l’uguaglianza che esprime la relazione tra la prima e la terza figura

· Ritieni che l’uguaglianza sia verificata anche nel caso in cui ad a e x si sostituiscano valori negativi che non possono essere interpretati come misure di segmenti? Perché?

· Quale identità algebrica riconosci in questa uguaglianza?

NOTA 

La relazione richiesta è 
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SCHEDA DI LAVORO n° 5

Perche’ “conviene” la proprieta’ distributiva  ?
(Rebus)

              


       
                      (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd

SCHEDA DI LAVORO n° 6

Aree “algebriche”     (Rebus)

  



(a + b)2 + (a ( b)2 = 2(a2 + b2)
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	             a ( b
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SCHEDA DI LAVORO n° 7

La proprietà dei numeri intermedi    (Rebus)

                            a/b < c/d  (  a/b < (a+ c)/(b + d) < c/d


Chiudi e ritorna al documento iniziale
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