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L'apprendistato al senso dei simboli in algebra
Il significato dei simboli in algebra: una commedia degli errori

Molte indagini, tese a dare una valutazione sulla conoscenza dei concetti e sul possesso delle abilità basilari in algebra, hanno messo in risalto che gli studenti, anche quando sembrano essere in possesso di tali conoscenze e abilità, non sono capaci di applicarle in situazioni di problem-solving. Inoltre sembra che gli allievi colmino tale incapacità memorizzando regole e procedure e, di conseguenza, finiscano per credere che queste rappresentino l’essenza dell’algebra. Il punto drammatico è che non solo gli allievi spesso non conoscono il significato delle formule e dei concetti in algebra (e in generale in matematica), ma spesso ne inventano uno fasullo che surroga quello autentico. Il problema di fondo è che risulta estremamente difficile mettere in crisi tali fraintendimenti, in quanto il significato inventato ha una sua logica, eventualmente radicata in modelli precedentemente appresi (validi negli ambiti in cui sono stati appresi, ad es. i numeri interi, l'aritmetica, ma non adeguati al pensiero algebrico). È facile che si generino delle vere e proprie commedie degli errori: l'insegnante cerca di correggere l'alunno, magari usa le stesse parole dell'alunno, ma con significati diversi e né l'insegnante, né l'alunno, sembrano consapevoli di questo fatto.

Dopo anni e anni di studio molti allievi delle scuole secondarie superiori, anche quando riescono a manipolare formalmente i segni del linguaggio dell'algebra, riuscendo a conseguire un soddisfacente profitto, non usano l'algebra come strumento di pensiero per comprendere, esprimere e comunicare generalizzazioni, oppure per scoprire e descrivere relazioni strutturali fra grandezze o, ancora, per formulare argomenti matematici, come, per esempio, una dimostrazione.

Questi risultati sono stati verificati in varie parti del mondo, anche con tradizioni di insegnamento significativamente diverse, in particolare in una valutazione nazionale eseguita a tappeto dalla NAEP (National Assessment of Educational Progress) negli USA su allievi del settimo e dell’undicesimo grado (corrrispondenti alle nostre seconda media e terza superiore).

Segni, senso e significato: il problema di un insegnamento sensato dell'algebra
Il problema è quello di individuare e sviluppare una opportuna didattica in cui gli allievi imparino a diventare padroni del senso vero dei simboli che usano, evitando quell'addestramento per memorizzazione di regole e meccanismi formali, il quale favorisce invece l'idea che il senso di una formula e delle trasformazioni su di essa consista soltanto nella sua struttura segnica. Naturalmente, in via preliminare, è necessario:

· chiarire che cosa si intenda con parole come il senso o il significato delle espressioni simboliche dell'algebra (e della matematica in generale); 

· precisare il rapporto di queste nozioni con i segni con cui tali espressioni sono scritte;

· analizzare le dinamiche di pensiero che si producono negli allievi mentre lavorano in algebra.

La ricerca deve essere condotta su più piani:

· punto di vista epistemologico, che consente, per esempio, di distinguere tra processi computazionali e oggetti astratti, per cui il numero (2+3) può essere concepito in due modi: operativamente, cioè come processo, e strutturalmente, cioè come oggetto;
· punto di vista cognitivo, che consente di analizzare i delicati processi che governano la genesi del senso dei simboli nei giovani allievi. In tal caso acquista particolare importanza lo studio delle diverse funzioni del linguaggio nel produrre generalizzazioni;

· punto di vista didattico, che consente di mettere in atto una specifica pratica di insegnamento-apprendimento. Per quel che riguarda l'insegnamento dell'algebra la pratica è quella dell'apprendistato cognitivo.

Il risultato della ricerca cui si è fatto sopra riferimento dovrebbe essere quello di definire un modello completo per l'insegnamento dell'algebra: un modello che dia indicazioni didattiche operative fondate su analisi teoriche sia di carattere storico-epistemologico, sia di carattere cognitivo. La funzione di questo modello dovrebbe essere quella di garantire la possibilità di un insegnamento sensato dell'algebra, che significa non solo insegnamento coerente e non cervellotico, ma, soprattutto, insegnamento-apprendimento mirato a fare cogliere agli allievi il senso e il significato dei simboli e delle formule algebriche che usano. Nel seguito i termini senso, significato e segno verranno utilizzati in una loro accezione intuitiva; chiarimenti ed approfondimenti su tali termini potranno essere eventualmente trovati nella nota tecnica. 

Un elenco di abilità che suggeriscono una buona padronanza del linguaggio algebrico
Nel seguito si parlerà soprattutto del senso di una formula. Precisiamo ancora che il senso di una formula è  sempre legato a ciò che gli allievi fanno (spontaneamente o perché eseguono un compito), alle loro interazioni con l'insegnante, i loro compagni, il sapere e, in generale, il contesto nel quale si svolge l'azione di apprendimento - insegnamento. È bene precisare che il senso non appartiene a una formula come tale, ma in quanto è stata costruita in una certa situazione, in un certo contesto; esso è quindi frutto di un'attività. Il senso, però, non ha un carattere esclusivamente soggettivo: è il risultato di un'attività sociale e condivisa degli allievi.
In questo paragrafo presentiamo un elenco di abilità complesse che sono indice di una buona padronanza del linguaggio algebrico. Ognuna delle abilità qui di seguito elencate è illustrata da alcuni esempi di situazioni-problema il cui obiettivo specifico è di forzare gli allievi ad afferrare  il senso dei simboli algebrici (o di mostrare che sono in grado di afferrarlo). Infatti tali situazioni-problema rompono l'equilibrio del sistema di conoscenze e/o notazioni in possesso dell'allievo, che è costretto ad agire per riequilibrare ed integrare le proprie conoscenze e abilità. Si può dire che tali situazioni-problema creano delle sollecitazioni negli schemi preesistenti degli studenti, costringendoli a valutarne l'efficacia e, magari, a ristrutturarli o ad ampliarli. Le sollecitazioni possono anche essere tali da rendere necessario un intervento diretto dell'insegnante che, per esempio, può forzare l'allievo all'uso di certe notazioni o regole, strutturandogli la situazione in modo opportuno. Un'altra precisazione che riteniamo importante fare è che non si tratta di fare cose diverse o in più rispetto a quelle che di solito si fanno, si tratta solo di farle con prospettive, metodologie e contesti diversi.

Passiamo a elencare e a esemplificare le abilità di cui si è detto (l'ordine non ha alcun significato particolare). 

· Abilità 1. Analizzare un'espressione algebrica per fare stime approssimative degli schemi che emergeranno nella loro rappresentazione numerica o grafica. Si tratta di avere il fiuto di chiamare in causa i simboli al momento giusto (e nel modo giusto); reciprocamente, tale abilità corrisponde ad avere il fiuto di quando è opportuno abbandonare una certa rappresentazione simbolica (per es. relativa ad un certo quadro di conoscenze o frame), per un'altra (eventualmente in un frame diverso). 
· Abilità 2. Prevedere quando utilizzare la funzione algoritmica e la funzione simbolica del linguaggio dell'algebra. In alcuni casi è necessario interpretare i segni, ragionare e riflettere sul loro significato o sui loro possibili significati. Ma è sbagliato pensare che in algebra "bisogna sempre pensare a quello che si fa”: in alcuni casi può essere opportuno liberare la "bestia del calcolo”. Le operazioni che possiamo fare senza pensarci sono molto importanti per risolvere problemi complessi. Anche per questa abilità, di riconoscere quando è conveniente utilizzare una funzione del linguaggio dell'algebra, piuttosto che l'altra, il metodo dell'apprendistato cognitivo può essere di aiuto.

· Abilità 3. Analizzare una tabella dei valori di una funzione o un grafico per interpretare condizioni enunciate verbalmente, al fine di identificare la probabile forma di un'espressione algebrica che esprime lo schema appropriato. Si tratta di avere la consapevolezza che una certa espressione simbolica può essere costruita per un determinato scopo; si tratta di affinare la capacità di mettere a fuoco le caratteristiche tecniche e di forma che l'espressione dovrà avere e di modificare o ritoccare successivamente la formula per adattarla alla situazione. 

· Abilità 4. Saper evocare sensi non equivalenti per significati equivalenti. Si tratta di manipolare espressioni del linguaggio algebrico, passando a espressioni equivalenti (ossia aventi lo stesso significato), ma più adeguate a scoprire proprietà, grazie ai diversi sensi che vengono evocati.  Questa abilità richiede e favorisce lo sviluppo della funzione simbolica; la sensazione dei simboli e la confidenza in essi guida alla ricerca di nuovi aspetti dei significati originari.

· Abilità 5. Saper scegliere i simboli. Si può dire che almeno il 50% della risoluzione di un problema si gioca nel momento della messa in formula. La scelta dei simboli e della formulazione è quindi spesso essenziale per avere successo nella risoluzione di un problema. 
· Abilità 6. Capacità di una manipolazione flessibile. Ciò richiede quello che si indica in genere con "pensiero anticipatorio", ossia la capacità di anticipare quello che una particolare messa in formula potrà o non potrà dare al risolutore. Si tratta, in particolare, di cogliere le circolarità potenziali di certe manipolazioni e gli aspetti gestaltico-percettivi delle espressioni simboliche.

· Abilità 7. La capacità di districarsi in situazioni "deboli" ricorrendo ai mezzi semplici di cui uno dispone per riconquistare il senso perduto.
· Abilità 8. Analizzare i simboli in retrospettiva. Ciò equivale a riflettere sulle proprie produzioni, mentre si fa e quando si è fatto. 
· Abilità 9. Discutere casi che appaiano "strani". Si tratta di un'abilità che consente di procedere anche quando la situazione è diversa da quelle che si presentano usualmente; un'abilità che consente di recuperare un significato anche per situazioni apparentemente "strane".
· ……………..

I puntini precedenti stanno a indicare che l'elenco delle abilità non è certamente esaustivo: non si tratta quindi di una vera e propria classificazione, sia perché l'unione delle abilità non comprende tutti i casi possibili, sia perché le diverse abilità non si escludono mutuamente.

Quello che si può dire, in conclusione, è che l’insegnamento dell’algebra deve:

· essere finalizzato all’acquisizione del senso dei simboli

· insegnare le manipolazioni in contesti ricchi

· sfruttare la tecnologia, nel senso di offrire l'opportunità di apprendere per tentativi ed errori mediante interazione con manipolatori simbolico-grafici

· assecondare i processi genetici di transizione al simbolo a partire dai campi di esperienza degli allievi, dando tempo e spazio a tutte quelle attività che favoriscono tali processi (interazione sociale, mediazione del linguaggio naturale parlato e scritto, esplorazioni,...)

· proporre diversi esempi di problemi stimolanti nell'ambito di vari campi di esperienza degli studenti, che possono essere sia interni, sia esterni alla matematica (combinatoria; modelli fisici, medico-biologici, economici; probabilità e statistica; aritmetica; geometria; …)

· avviare alla generalizzazione, alla dimostrazione, al sapere teorico

Inoltre è bene precisare ancora una volta che è l’attività degli studenti che supporta la costruzione del senso del simbolo.

L'ambiente ideale per esercitare questo tipo di insegnamento-apprendimento è la "bottega matematica", dove i principianti, come nelle botteghe d'arte rinascimentali, imparano facendo e vedendo fare (da altri principianti, ma anche dall'esperto); imparano comunicando le proprie azioni e ascoltando le comunicazioni degli altri principianti. Si tratta di un ambiente nel quale sicuramente l'allievo costruisce conoscenza in prima persona, ma non è escluso, anzi è necessario, anche l'apprendimento per imitazione delle azioni dell'esperto. Nella bottega dell'arte il lavoro dell'apprendista è importante e necessario quanto l'azione di mediazione dell'esperto che costruisce ambienti opportuni e adeguati di apprendimento.
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Processi computazionali e oggetti astratti:

Nello studio della modalità di formazione dei concetti, alcuni ricercatori hanno messo in luce il ruolo delle operazioni sugli oggetti della matematica nella formazione della conoscenza. Per esempio Sfard 
 afferma che per parlare di un oggetto matematico, dobbiamo essere capaci di trattarlo come prodotto di qualche processo, senza confonderlo con il processo medesimo: si parte da processi effettuati su oggetti familiari e via via tali oggetti si trasformano. Quando il processo viene visto solo in termini di input/output e non di passi intermedi si ha quella che Sfard chiama condensazione. Infine, quando i trasformati sono visti come oggetti essi stessi, senza bisogno di pensare ai processi che hanno permesso di ottenerli si ha quella che Sfard chiama reificazione. La teoria della Sfard individua due poli relativamente alla formazione dei concetti: uno operazionale, che focalizza l'attenzione sui processi e l'altro strutturale, che focalizza l'attenzione sugli oggetti. 

In altri termini, l’apprendimento cognitivo avviene in dialettica tra concezioni operative e strutturali della stessa nozione:

· l’interiorizzazione del processo (che quindi diventa facilmente rappresentabile);

· la condensazione (quando ci si può riferire al processo come a qualcosa che avviene in una scatola  nera);

· la reificazione in cui si trasformano le operazioni computazionali in entità permanenti (oggetti).
Dubinsky 
 introduce nella sua teoria azioni che sono trasformazioni fisiche o mentali di oggetti. Quando tali azioni sono intenzionali, si caratterizzano come processi che possono più tardi diventare essi stessi oggetti (si immagini, per esempio, una funzione vista prima come azione sugli elementi del dominio e poi come oggetto essa stessa). Un insieme coerente di azioni, processi e oggetti costituisce quello che Dubinsky chiama uno schema.

Gray e Tall
  utilizzano il termine procetto per indicare un amalgama tra un processo,  un concetto che può essere considerato come output di quel processo e un simbolo che può evocare sia il processo sia il concetto. 

Per esempio, i numeri possono essere pensati come output dell'operazione del contare: conto un insieme con quattro elementi e come risultato del processo ho il numero 4. Conto un insieme di cinque elementi e come risultato del processo ho il numero 5. Per contare gli elementi di due insiemi uno di quattro e l'altro di cinque elementi li metto insieme e conto gli elementi dell'insieme unione: ottengo il numero 9. Quando, però passo da questa impostazione ad eseguire operazioni del tipo 5 + 4 = 9, magari pensando che essa si ottiene sottraendo 1 dal risultato di 5+5, allora i numeri sono ormai a livello di procetti, ossia concetti che sono stati interiorizzati dagli studenti proprio grazie alle azioni, ai processi eseguiti sui concetti di partenza.
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Funzioni del linguaggio

Alcuni studiosi
  evidenziano il ruolo svolto dal linguaggio nell'acquisizione di competenze e nella comprensione dei concetti studiati: per esempio, in studi a lungo termine, sono state osservate prestazioni nettamente e significativamente superiori nel campo dell'algebra in quelle classi nelle quali l'introduzione all'algebra è stata effettuata curando in particolare la verbalizzazione e la gradualità nel passaggio dal linguaggio naturale a quello  simbolico. 

Radford 
 individua due funzioni del linguaggio particolarmente importanti nella costruzione di senso e significato degli oggetti matematici: la deissi (ossia la funzione ostensiva, quella del mostrare, dell'indicare un oggetto o, meglio, una sua rappresentazione) e la metafora, che consente di rappresentare un oggetto in forme ricche di senso e significato. 

Harel e Tall
 distinguono tra matematica elementare e matematica avanzata e individuano proprio nel passaggio dalle funzioni descrittive a quelle dimostrative e definitorie del linguaggio la linea di separazione tra matematica elementare e matematica avanzata.

In un certo senso nel passaggio dalla matematica elementare a quella superiore si passa dall'attività di descrivere a quella di definire: dall'osservazione di un mondo che in qualche modo è già dato a uno che deve essere costruito, magari in modo tale da godere di determinate caratteristiche. Gli strumenti che vengono usati per descrivere quel mondo in qualche modo già dato sono l'osservazione, l'azione, l'esemplificazione; lo strumento utilizzato per l'esplorazione del mondo costruito è l'attività dimostrativa, quella che consente di determinare le proprietà di cui godono gli oggetti formalmente definiti. Si capisce che il secondo approccio sia fonte di enormi difficoltà cognitive: per comprendere un concetto formalmente definito si devono studiarne le proprietà attraverso lo strumento dimostrazione e, al tempo stesso, per comprendere che cosa sia una dimostrazione si deve in qualche modo avere un'idea di che cosa sia una teoria e, quindi, una definizione. La situazione paradossale può essere risolta solo con un'intelligente e consapevole azione didattica che, però, per evidenti motivi non potrà essere lineare, ma dovrà gradualmente affiancare all'uso della deissi e della metafora, definizioni e dimostrazioni. Quello che sembra certo è che la prassi didattica che introduce precocemente definizioni e teorie matematiche già sistemate, o addirittura le impone come punto di partenza, rischia di provocare rifiuti per la disciplina o formare studenti che sono "buoni calcolatori", ma non sono consapevoli di ciò che stanno facendo.
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Apprendistato cognitivo

il termine è stato utilizzato in Arzarello, F., Bazzini, L. & Chiappini, G.: [1994], L'algebra come strumento di pensiero; analisi teorica e considerazioni didattiche, Quaderno 6  del CNR, Progetto strategico ITD, Pavia. L'apprendistato cognitivo si caratterizza per un approccio variegato e flessibile all’oggetto di studio e in questo si contrappone all'apprendistato pratico che, invece, si identifica con uno specifico metodo di apprendimento basato sull’osservazione dell’attività dell’esperto, sulla strutturazione graduale e crescente e, soprattutto, su una particolare attenzione all’acquisizione di abilità di carattere pratico. 

La metafora che può ben descrivere l’apprendistato cognitivo è quella della bottega d'arte del Rinascimento, in cui l'allievo impara facendo, ma anche vedendo altri che fanno. L’allievo, quindi, impara anche e soprattutto per imitazione dell'esperto o di altri apprendisti. Un'altra analogia si può trovare con l'apprendimento dei linguaggi di programmazione nel laboratorio di informatica.

L'apprendistato cognitivo coinvolge abilità e processi cognitivi e metacognitivi; 

l'esperto può modellare e strutturare l'attività del principiante, che osserva l'esperto, confronta e valuta; l'apprendistato diventa cognitivo in quanto si riesce a bilanciare la dialettica tra l'azione strutturatrice e facilitatrice dell'intervento dell'esperto e la sfida che un problema da risolvere rappresenta per il principiante.

L'apprendistato cognitivo richiede la costruzione di un ambiente di apprendimento aperto alla discussione, alla condivisione del sapere, che favorisca la produzione personale, ma anche l'osservazione dell'esperto al lavoro; un ambiente che potremmo chiamare "bottega della matematica".

Torna indietro



Senso, significato e segno

Frege distingue tra senso (Sinn) e denotazione o segno (Bedeutung) di un’espressione (Zeichen). La denotazione di un’espressione è l’oggetto (Gegenstand) a cui l’espressione si riferisce,  mentre il senso è il modo in cui l’oggetto ci viene dato. Frege porta come esempio i diversi sensi che vengono suscitati da diverse denotazioni dello stesso oggetto, Venere, come “stella della sera” o come “stella del mattino”. Le sue idee sulla semantica sembrano adatte ad analizzare il modo in cui le espressioni simboliche vengono utilizzate in algebra. Per esempio, le due espressioni equivalenti n(n + 1) e n2 + n (n numero naturale) suscitano due diversi sensi: la prima rimanda al prodotto di due numeri consecutivi, e quindi fra un numero pari ed uno dispari, la seconda alla somma tra un numero ed il suo quadrato. Questi diversi sensi risultano più o meno evocativi delle proprietà dell’espressione (in questo caso, per esempio, la proprietà "essere un numero pari" è evocata più dalla prima espresisone che non dalla seconda). 
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Ristrutturarli o ad ampliarli

La ristrutturazione e l'ampliamento degli schemi secondo cui le conoscenze sono organizzate sono processi cognitivi di fondamentale importanza. Si può dire che nessuna vera generalizzazione possa avvenire senza processi che comportino ristrutturazioni e ampliamenti delle conoscenze. 

Harel e Tall
 affermano che il contesto cognitivo richiesto per la generalizzazione in matematica (intesa nel senso di applicare un dato argomento in un contesto più ampio) dipende dalle conoscenze dell'individuo e da come sono organizzate. Essi distinguono tre tipi di generalizzazione:

· expansive: si allarga il dominio di applicazione di uno schema senza doverlo ricostruire (si può dire che il nuovo schema includa il vecchio, che può essere visto come caso particolare del nuovo schema più generale)

· reconstructive: è necessario (od opportuno) ristrutturare gli schemi preesistenti per poterli applicare ai nuovi problemi e ai nuovi campi di studio

· disjunctive: ci si muove da un contesto familiare a uno meno familiare e si costruisce un nuovo schema, ma disgiunto dal precedente. Questo nuovo schema serve per trattare nuovi problemi, ma lo studente non intravede alcuna relazione con gli schemi precedenti, anche quando questi potrebbero essere inglobati nel nuovo.
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Abilità 1
per chiarire che cosa si intenda per "abilità ad analizzare un'espressione algebrica per fare stime approssimative degli schemi che emergeranno nella loro rappresentazione numerica o grafica", presentiamo i seguenti esempi.

Esempio 1. Il quadrato magico 
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Consideriamo un quadrato magico 3x3 (cioè un quadrato come in figura, la cui somma dei valori sulle righe, colonne e diagonali ha un certo valore costante): assegnati tre valori, ad esempio 4, 7, 5, bisogna determinare gli altri, sapendo che la somma costante è 21.

Si tratta di un compito relativamente semplice, che gli allievi di terza media e di prima superiore fanno benissimo da soli, in modo facilmente prevedibile. Una volta che gli allievi familiarizzano con il modo per trovare i dati mancanti, si può presentare loro il quadrato con i numeri 4, 5, 2 e somma 10.
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Per questo esempio le strategie precedenti non funzionano: di solito gli allievi provano e riprovano, ma i conti non tornano tutti. Dopo un po', alcuni cominciano a dire che il quadrato è impossibile e ben presto l'affermazione è condivisa da tutti nella classe. A questo punto è naturale chiedersi perché. Si hanno moltissime congetture, anche ingegnose, ma spesso inconcludenti; di solito l'insegnante suggerisce di usare l'algebra per cercare di capire: gli allievi da soli non ci pensano (il fatto che per loro i simboli algebrici non possiedano il loro senso profondo, inibisce la possibilità di utilizzare l'algebra come strumento per descrivere e spiegare una situazione, cioè come strumento di pensiero).

L'insegnante di solito guida la discussione tra gli allievi in modo che si assegnino tre nomi (variabili) per le tre caselle e un ulteriore nome (variabile) per la somma, bloccando quindi sul nascere il discorso di quanti vogliono assegnare più nomi, ad esempio dieci nomi (uno per casella e, in più, la somma).

Ma anche in questo modo, molti allievi non riescono a "vedere" la soluzione, nemmeno quando ce l'hanno di fronte.  Ad esempio, lavorando collettivamente si giunge a risolvere le caselle 1,2,3,4 senza troppa fatica; la casella 5 costa di più: nascono scritture diverse (
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, lavorando sulla riga, 
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, lavorando sulla colonna), il che causa discussioni fra gli allievi; di solito qualcuno osserva che usando la seconda formulazione, la somma della seconda riga vale 3b. Ciò desta perplessità nella classe: l'accorgersi che, se si vuole che la somma sia S, allora S deve
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essere uguale a 3b, richiede tempo e, spesso, interventi dell’insegnante

Esercizi di questo tipo, con attenzione alla metodologia di conduzione possono fare apprezzare agli allievi la potenza dei simboli: solo con l'ausilio dei simboli è infatti possibile accettare o refutare la congettura sull'impossibilità del quadrato in modo indubitabile. Si osservi che il problema dato è relativamente semplice, ma richiede un numero non indifferente di lettere. Di solito, nella scuola si ha un sacro timore della proliferazione delle variabili. La cautela è somma, pesando con il bilancino il numero delle variabili usate e l'anno di corso frequentato dagli allievi. Tale cautela però può finire con l'essere controproducente. Infatti, risulta da studi fatti in varie parti del mondo
 che persino studenti con alle spalle parecchi anni di algebra simbolica preferiscono usare i metodi verbali piuttosto che quelli simbolici. 

Esempio 2. Il rettangolo (Chevallard, Arcavi). Si consideri un rettangolo; che cosa capita alla sua area se un lato diminuisce del 10% e l'altro aumenta del 10%?

Possibili risposte degli studenti: non cambia, dipende se è il lato maggiore o minore ad aumentare/diminuire …; calcoli fatti su esempi fanno vedere che c'è sempre una diminuzione; ma di quanto diminuisce? Di poco, di tanto? La situazione didattica opportunamente condotta dall'insegnante, da fluida che è all'inizio, si precisa via via, definendo i termini del problema in forma sempre più netta. È solo con il ricorso al linguaggio algebrico che essa può essere interpretata in forma chiara e incontrovertibile: se il rettangolo di partenza ha lati di lunghezza a e b, l'area del secondo rettangolo vale 1,1a . 0,9b = 0,99ab, cioè l'area diminuisce dell'1%.

La seguente generalizzazione del problema può essere occasione di discussione fra gli studenti sulle varie strategie risolutive

Esempio 3

Trovare  per quali valori di a il sistema
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ha soluzioni e dire quante sono.

Qui la capacità di scegliere il frame più opportuno gioca un ruolo fondamentale. Gli allievi in grado di dare un senso geometrico al problema penseranno alle intersezioni di un fascio di circonferenze di centro (a, 0) e raggio 1 con le bisettrici del primo e terzo e del secondo e quarto quadrante.
Esempio 4

Risolvi | x - 2 |  (  | x - 6 | 

In tal caso la scelta del frame che porta a interpretare i due valori assoluti come distanze, sulla retta, dai punti 2 e 6 semplifica notevolmente la risoluzione, sia rispetto all'interpretazione geometrica nel piano, sia, soprattutto, rispetto all'uso del calcolo letterale a partire dalla definizione di valore assoluto.
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Metodi verbali piuttosto che quelli simbolici

Lo sviluppo di un linguaggio simbolico specializzato può spogliare di significato il linguaggio in cui l'attività algebrica si è precedentemente espressa. L'algebra retorica (cioè senza simboli) e quella sincopata (cioè quella in cui si mescolano linguaggio naturale e simboli) sono abbastanza facili da seguire e da capire, in quanto abbastanza vicine al modo di ragionare aritmetico. Ma il salto al codice simbolico dell'algebra può nascondere i significati dei termini e delle operazioni che agiscono su di essi. Il linguaggio simbolico ha il potere di rimuovere molte delle distinzioni che il linguaggio naturale preserva, espandendo in questo modo la sua applicabilità. Ne risulta una certa debolezza semantica: allo studente può sembrare che questo linguaggio, che si adatta a tutti i contesti, non appartenga in realtà a nessuno. Al contrario, il linguaggio naturale può offrire una base per accompagnare i ragionamenti fin tanto che non sono troppo complicati. Il confine tra i due ad esempio passa, come rilevano ricerche fatte da Filloy e Rojano
 nel caso delle equazioni di primo grado, tra quelle del tipo ax + b = c e quelle del tipo ax + b = cx + d: nel primo caso ci si può ancora limitare a utilizzare il linguaggio naturale (devo trovare un numero che, moltiplicato per a, dia 
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) oppure procedendo per tentativi ed errori; nel secondo caso nessuno dei due metodi funziona più (per questo si parla di taglio didattico fra i due casi). Un confine analogo, a livello più avanzato, come hanno rilevato gli studi di Chevallard
, passa tra le formule con una sola lettera e quelle con più lettere. Si può affermare che solo con l'interpretazione di lettere e parametri nel senso completo del loro significato, l'algebra raggiunge la sua pienezza (ciò che si verificò storicamente con F. Viète). La seguente citazione di Lagrange caratterizza questo punto in modo significativo: 

"Ciò che distingue l'algebra in modo essenziale dall'aritmetica e dalla geometria consiste in questo che il suo oggetto non consiste nel trovare proprio i valori delle quantità cercate, ma il sistema di operazioni da eseguire sulle quantità date per derivarne le quantità cercate, secondo le condizioni del problema. La tabella di queste operazioni è ciò che in algebra si chiama una formula; e quando una quantità dipende da altre, in modo che sia possibile esprimerla con una formula che contiene queste ultime, si dice allora che è funzione di tali quantità; sicché si può definire l'algebra, l'arte di determinare le incognite attraverso funzioni di quantità note, o che si considerano come tali" 

Il problema è che tale senso pieno può essere narcotizzato dal tipo di problema di cui si richiede, ad esempio, la messa in equazioni.  Situazioni didattiche in cui si richieda agli studenti di usare le lettere come parametri sono molto rare a scuola (sia alle medie che alle superiori). Questi esempi fanno intuire come l'algebra scolastica tenda a cortocircuitare l'uso pieno dell'algebra nel senso detto da Lagrange. Le conseguenze possono essere gravi: ne può infatti risultare un'inibizione di quelle forme di pensiero anticipatorio sulle formule, che l'uso delle lettere nelle varie accezioni (incognite variabili, parametri) può indurre e che è essenziale per lo sviluppo del pensiero algebrico. Ora non occorre aspettare il terzo anno delle superiori per ovviare a ciò; l'esempio appena visto è elementare, ma avvia gli studenti a leggere le formule nel loro pieno senso algebrico.
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Generalizzazione del problema

[Prerequisiti: disequazioni, eventualmente equazione e rappresentazione cartesiana della funzione affine]

I lati di un rettangolo vengono incrementati, l’uno secondo un fattore h e l’altro secondo un fattore k. Come varia l’area del rettangolo?

E’ chiaro che il problema ha senso per h > (1 e k > (1 e che l’area aumenta se h e k sono entrambi positivi; ha senso porsi il problema, dunque per h e k discordi.

Possibili approcci risolutivi al problema 

· Esplorazione grafica

L’alunno può provare a raddoppiare, triplicare, ecc, un lato ed osservare che l’area resta invariata se l’altro lato viene dimezzato, diventa un terzo del lato iniziale, ecc. Quindi l’area aumenta solo se il secondo lato diminuisce meno della metà, meno dei 2/3 , ecc.
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· Esplorazione numerica

L’alunno può costruire una tabella di valori,  attribuendo diversi valori agli elementi del problema (può far variare tutti gli elementi, oppure può rendersi conto che la soluzione è indipendente dalle dimensioni iniziali del rettangolo; ancora, può accorgersi che il problema è simmetrico e far variare solo uno tra h e k).

Entrambe le esplorazioni possono sfociare, poi, in un

· Approccio algebrico
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Dette A  ed A’ rispettivamente l’area del rettangolo dato e l’area del rettangolo i cui lati sono stati incrementati, in generale è  A’ > A  se (a + ha)(b + kb) > ab, cioè se a(1 + h)b(1 + k) > ab,  da cui si ricavano le seguenti disuguaglianze:

(1 + h)(1 + k) > 1,   h + k + hk > 0,   k(h + 1) > ( h,   ed essendo  h > ( 1, si ha  
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Ed è interessante osservare, cosa generalmente non banale per gli studenti, che nella formula (1 + h)(1 + k) che esprime il rapporto tra le aree, h, k possono essere negativi.

Le condizioni trovate, 
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, possono essere interpretate graficamente in un riferimento cartesiano Ohk come la parte di piano “sovrastante” un opportuno arco di iperbole.
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Un’ulteriore variazione

[Prerequisiti: equazione e rappresentazione cartesiana della parabola]

Aggiungiamo un vincolo al problema precedente, per esempio la condizione h + k = c  con c reale fissato (per c = 0 si ritrova il problema riportato nella sintesi delle lezioni) e chiediamoci:

Per quali valori di h e k si ottiene il  massimo incremento dell’area?

Il rapporto tra le aree, cioè l’incremento relativo, si può esprimere in funzione di c, sostituendo, per esempio, k = c ( h, 
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Studiando il grafico di tale funzione,  y = (1 + c) + ch (  h2, si trova il massimo per   h = k = c/2.

[image: image37.png]TSI 22 20 -plot




Osserviamo che un analogo metodo può essere applicato allo studio della propagazione degli errori nel prodotto.
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Abilità 2. 

Forniamo il seguente esempio per chiarire che cosa si intende con la capacità di capire quando è opportuno utilizzare la funzione algoritmica e quando quella simbolica del linguaggio algebrico.

Esempio: trova un algoritmo per generare le terne pitagoriche.

Si può partire dalla relazione:

     A2   +  B2   =   C2;

porre  x = A/C ;   y = B/C

passare a:

      

x2  +   y2  = 1;

       

y2  = (1 - x)(1 + x)

introdurre un parametro:

       t = 
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da cui si ricava il sistema 
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I precedenti passaggi sono alquanto delicati e richiedono l'uso di creatività, la riflessione sui segni utilizzati e forte pensiero anticipatorio (ad es. l'introduzione del parametro t); in altri termini richiedono l'esercizio della funzione simbolica del linguaggio algebrico. Giunti a questo punto, però, è giusto usare la funzione algoritmica, scatenare la bestia del calcolo per risolvere il sistema e giungere alla soluzione in funzione di t:
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Ma per risolvere il problema se con tale formula si generano tutte le terne pitagoriche, è opportuno ritornare alla funzione simbolica e passare dal frame "sistemi" a quello "piano cartesiano" 

È opportuno interpretare le formule ottenute come intersezione tra una circonferenza e un fascio di rette:
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Funzione algoritmica e funzione simbolica

La dinamicità del linguaggio algebrico è garantita da due funzioni principali: la funzione algoritmica e quella simbolica.

La prima permette lo sviluppo di calcoli ed esprime tipicamente un'efficienza di tipo sintattico; ciò equivale a dire  che l’allievo, nell’esercizio di tale funzione, può anche manipolare correttamente espressioni e formule del linguaggio algebrico, senza però rendersi conto di quello che sta facendo.

La seconda esprime invece una creatività di tipo semantico. Essa è governata dall'analogia e dalla somiglianze e viene attivata in particolare nel passaggio da un frame all'altro. In altri termini, l’esercizio della funzione simbolica del linguaggio rivela atteggiamenti cognitivi e metacognitivi, di riflessione e controllo su quello che si sta facendo o che si vede fare, proprio perché, utilizzando diversi campi di esperienza, si riesca a dare significato alle espressioni e alle formule usate.

Per approfondimenti sulle due funzioni del linguaggio dell'algebra si rimanda, eventualmente, alla già citata nota tecnica, in particolare al paragrafo 3.4.
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Abilità 3 

Anche queste abilità possono essere sviluppate in un contesto didattico che combini metodologie legate al problem solving (situazione-problema) e all'apprendistato cognitivo.

Forniamo il seguente esempio.

Dati dei punti nel piano cartesiano scrivere l'equazione di una curva che passi "il più possibile vicino" a questi.

Il testo del problema, come si può vedere, non è ben definito. Richiede, da parte del risolutore, alcune precisazioni iniziali: che cosa vuol dire "il più vicino possibile"? "Di che tipo può essere la curva?". È anche importante scegliere gli strumenti per risolverlo. Nella lezione sono stati presentati alcuni lucidi che riportavano una possibile soluzione del problema ottenuta con DERIVE. Qui di seguito riportiamo alcune schermate che contengono i comandi di DERIVE che sono stati usati per affrontare e risolvere il problema.

Supponiamo che si ricerchi, fra le varie curve possibili, una parabola. La scelta della parabola è dettata dal fatto che immaginiamo di proporre l’esercizio a studenti di biennio.

FASE 1 (Definizione dell’insieme di punti della funzione da “indovinare”)

Selezionare Author, digitare ad es. VECTOR([x, 9/10·x^2 - 16/5·x + 19/10], x, -2, 3, 1).

Selezionare Simplify.

Si ottiene un “vettore di punti” che ora andremo a tracciare.
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FASE 2 (rappresentazione grafica dei punti)

Selezionare Plot; selezionare Options Points; nel campo Connect selezionare No, nel campo Size selezionare Large. Confermare con OK. Questo serve per rendere i punti ben visibili sullo schermo.

Selezionare Plot. Se necessario modificare la scala con l’apposito tasto (4 frecce in croce divergenti). Appare un insieme di punti sul piano.

[image: image39.bmp]
FASE 3 (Divisione dello schermo in due parti)

Tornare all’ambiente di Algebra (ultima icona a destra); selezionare Window, Tile Vertically.
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Appare uno schermo come il seguente. Se necessario, riaggiustare la scala: cliccare sulla finestra di grafica, selezionare Options Grids e modificare i valori Horizontal e Vertical (10 e 10 dovrebbe andare bene, ma dipende dallo schermo e dalla risoluzione).

FASE 4: Tentativi

Tornare all’ambiente di Algebra, selezionare Author e digitare, ad esempio, x^2 + x+ 1. (y= può essere sottinteso)

Selezionare Plot per passare all’ambiente di grafica, poi ancora Plot per tracciare il grafico delle funzione.

Se lo si vuole cancellare, selezionare Edit, Delete Plot, Last o, più semplicemente premere il tasto Canc.

Tornare all’ambiente di Algebra, scrivere un’altra funzione polinomiale, ad esempio x^2-x-1, tracciare, cancellare e fare un nuovo tentativo.

Alla fine, x^2 - 3·x + 1 può essere una soluzione ragionevolmente “vicina” a quella proposta.
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Situazione-problema

Il termine è preso da Arsac G., Germaine G & Mante M
: queste attività devono sviluppare la capacità di porsi dei problemi e di progredire verso la loro soluzione. Esse devono anche:

· permettere un approccio accessibile a tutti gli allievi; dunque si tratta di dare consegne molto semplici e di non esigere altro che conoscenze solidamente apprese da tutti

· creare rapidamente una situazione abbastanza ricca per favorire la nascita di congetture

· rendere possibile la messa in gioco degli strumenti previsti

· fornire agli allievi, il più sovente possibile, occasioni di controllo dei propri risultati, cercando di favorire un nuovo arricchimento e una crescita di conoscenze

· permettere strategie risolutive differenti, che favoriscano la discussione e il confronto tra gli studenti
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Abilità 4 

Forniamo il seguente esempio.

Considera il predecessore del quadrato di un numero dispari. Che cosa si può dire?

Se traduciamo in formula otteniamo 
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. Questa espressione non dice immediatamente qualcosa riguardo alle proprietà. Proviamo a svilupparla trasformandola in una espressione equivalente. Otteniamo:
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Abilità 5
Proponiamo il seguente esempio per dare un'idea di come un'opportuna scelta dei simboli e della messa in formula possa aiutare in modo significativo nella risoluzione di un problema.

Esempio. Dimostra che se a un numero di quattro cifre sommi il numero che si ottiene invertendo l'ordine delle cifre del numero di partenza, si ottiene sempre un multiplo di 11. Per esempio: 1235 + 5321 = 6556 = 11 (  596.

Gli allievi che scrivono  a · 103 + b · 102 + c · 10 + d  facilmente risolvono il problema in quanto addizionando ottengono l'espressione: 

                               (a + d) · 103 + (b + c) · 102 + (c + b) · 10 + (d + a)

Una percentuale non indifferente invece mette in formula il problema con l'espressione:  abcd; e ottiene come espressione della somma

                                         (a + d)(b + c)(c + b)(d + a)

A questo punto, la quasi totalità di chi ha imboccato questa strada invoca il criterio di divisibilità per 11 e conclude erroneamente. Il modo con cui il numero è stato scritto inibisce di considerare le variabili come variabili di numeri e fa interpretare le espressioni (a + d), ecc. come cifre, generando errori o disturbi rispetto al problema dei riporti. Il senso della scrittura posizionale non è ben incorporato nella scrittura "alfabetica" abcd e ciò causa errori.
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Abilità 6

Proponiamo i due seguenti esempi per precisare che cosa intendiamo con "capacità di manipolazione flessibile".

Esempio 1.  Risolvere la seguente equazione nell'incognita v:
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Il problema è vedere l'equazione nella forma

 a· v = b +  c · v  (*)

ossia riconoscere che si tratta di un'equazione di primo grado nell'incognita v e che la forma sotto cui compare l'atro parametro non è importante e può essere semplificata nella (*). Dopo, tutto è fatto.

Esempio 2. Un pavimento rettangolare è piastrellato con grandi mattonelle quadrate (diciamo 7 x 5 mattonelle, tanto per fissare le idee).

Le mattonelle del bordo (nel nostro caso sono 20) hanno un colore diverso  da quelle interne (nel nostro caso sono 15). Trovare tutti i casi in cui il numero dei due tipi di mattonelle è uguale. 

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	



Vediamo una soluzione tipica nella quale si alternano riflessione su quello che si fa ed esecuzione automatica di calcoli (che è il caso delle soluzioni dell'esperto): indicando con a e b, rispettivamente, i numeri di mattonelle del bordo orizzontale e di quello verticale, imponiamo un'equazione che porti a primo membro il numero di mattonelle interne (ottenuto come differenza tra il numero totale di mattonelle e quelle del bordo) e a secondo membro il numero di mattonelle del bordo.

ab [2a + 2(b  2)] = 2a + 2(b2)

Eseguiamo i calcoli (lasciamo libera la "bestia del calcolo") e otteniamo:

ab  4a  4b + 8 = 0 ossia a(b  4)  4(b  2) + 8 = 0

Recuperiamo il significato di quello che stiamo facendo. Se vogliamo rispondere al problema dobbiamo trovare condizioni su a e su b, ossia sui numeri di mattonelle del bordo orizzontale e di quello verticale. Se nella seconda parentesi avessimo b4 in luogo di b  2 potremmo raccogliere ed ottenere un'equazione del tipo xy = c (capacità anticipatoria). Per ottenere un'equazione equivalente alla data, ma dove ci sia b4 in luogo di b  2, possiamo addizionare 8 ad entrambi i membri dell'equazione ab  4a  4b + 8 = 0. Otteniamo ab  4a  4b + 16 = 8, ossia 

a(b  4)  4(b  4) = 8 e, infine (a  4)(b  4) = 8 (capacità di manipolazione flessibile: utilizziamo le scomposizioni in modo non standard, almeno in modo diverso da quello che si utilizza di solito nella pratica didattica). 

Il problema dato si è trasformato nel problema di determinare per quali valori interi positivi di a e b il prodotto (a  4)(b  4) è uguale a 8. In altri termini, quali sono i numeri interi positivi x e y tali che il loro prodotto è 8?  (Capacità di passare da un frame  a un altro, di riformulare un dato problema, di dare sensi diversi a formule con lo stesso significato).  Abbiamo x = 1  e y = 8, oppure x = 2 e y = 4 (e le soluzioni simmetriche, ovviamente). Quindi a = 5 e b = 12 oppure a = 6 e b = 8.

Torna indietro  
Abilità 7 

Vediamo, per esempio come una studentessa, che aveva da risolvere il problema:

"Trovare le coordinate del centro della circonferenza passante per i punti (a, b), ab), (0,0)"

dimostri di sapersi orientare, dopo alcuni momenti di smarrimento, recuperando i senso di quello che stava facendo.

Ella inizia a risolvere il problema considerando un'equazione di una circonferenza generica ci centro C(m, n) e raggio r:  (x  m)2 + (y  n)2 = r2
Quindi impone il passaggio per i tre punti dati ottenendo il sistema:
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Lavora sulle prime due equazioni. Semplifica i termini simili e dopo varie manipolazioni ottiene ma = 0. Sa che, per la legge di annullamento del prodotto,  a o m sono uguali a 0, ma non sa quale è il risultato corretto. Il precedente lavorio sintattico fatto sembra abbia fatto evaporare il senso algebrico dei simboli che ha davanti: non sa più qual è l'incognita e quale il parametro.

Però non si perde d'animo. Decide di vedere che cosa capita nel caso che sia a = 0.

Osserva che in tal caso non ci sarebbe alcuna circonferenza (si hanno tre punti sull'asse y). A quel punto è in grado di riprendere il senso di a come parametro e di m come incognita e di concludere correttamente che è m = 0. In tal caso il "senso perduto" della formula è stato recuperato grazie a un'interpretazione geometrica.

Il senso del simbolo si può manifestare nell’intraprendenza e nel senso comune che possono aiutare gli studenti a riconoscere errori e a iniziare a mettere in ordine le confusioni. Come nel caso delle illusioni ottiche il senso del simbolo dovrebbe comprendere l’intraprendenza per districarsi dalla confusione con qualsiasi strumento di cui si disponga (spesso sono proprio alcuni campi della matematica stessa, come per esempio l'aritmetica o la geometria, a offrire occasioni per recuperare o dare un senso alle formule dell'algebra. È anche abbastanza ovvio che l'aritmetica e la geometria costituiscano campi di esperienza forti per gli studenti, sia per il atto che sono due parti della matematica con cui si inizia ad avere contatto già in età pre-scolare, sia perché sono assai marcati, in esse, aspetti legati alla percezione che, coinvolgendo direttamente i sensi, rimangono più impressi e carichi di significato per il principiante).
Torna indietro


 

Abilità 8 

Tale attività non è necessariamente legata alla risoluzione di un problema: può essere legata al confronto tra diverse soluzioni, tra diverse interpretazioni del testo o tra diverse modalità di "messa in formula" (di modellizzazione). La discussione matematica aiuta a costruire il significato condiviso dei simboli. L'insegnante si trova a dover orchestrare una situazione che vede da un lato, allievi, a volte anche con buon indice di scolarizzazione, che costruiscono il loro linguaggio matematico come sequenza di regolarità notazionali per farle combaciare con quelli dei membri acculturati della società rimanendo peraltro a una fruizione puramente segnica dei simboli algebrici che usano; dall'altro allievi che costruiscono pratiche matematiche simboliche condivise con quelle di una società più ampia e quindi afferrano il senso inteso (condiviso)  dei simboli che usano.

Allo scopo di analizzare la capacità di riflettere sui simboli utilizzati, riprendiamo l'esempio del pavimento piastrellato (vedi l'esempio 2 dell'abilità 6) e vediamo un'altra modalità di risoluzione utilizzando la tecnica del piegamento della carta (origami), come suggerito e indicato nelle seguenti figure.

















Quello che si nota con questa diversa modalità di soluzione (che fa riferimento forte ad aspetti di carattere percettivo ed empirico) è che vi sono due quadrati in più ad ogni angolo, quindi, in tutto, otto quadrati in più. Questa diversa modalità risolutiva, se discussa insieme all'altra già fatta vedere, consente di dar maggior significato a tutte le formule algebriche utilizzate.

Torna indietro


Esempio 2 dell'abilità 6. Un pavimento rettangolare è piastrellato con grandi mattonelle quadrate (diciamo 7 x 5 mattonelle, tanto per fissare le idee).

Le mattonelle del bordo (nel nostro caso sono 20) hanno un colore diverso  da quelle interne (nel nostro caso sono 15). Trovare tutti i casi in cui il numero dei due tipi di mattonelle è uguale. 

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	



Vediamo una soluzione tipica nella quale si alternano riflessione su quello che si fa ed esecuzione automatica di calcoli (che è il caso delle soluzioni dell'esperto): indicando con a e b, rispettivamente, i numeri di mattonelle del bordo orizzontale e di quello verticale, imponiamo un'equazione che porti a primo membro il numero di mattonelle interne (ottenuto come differenza tra il numero totale di mattonelle e quelle del bordo) e a secondo membro il numero di mattonelle del bordo.

ab [2a + 2(b  2)] = 2a + 2(b2)

Eseguiamo i calcoli (lasciamo libera la "bestia del calcolo") e otteniamo:

ab  4a  4b + 8 = 0 ossia a(b  4)  4(b  2) + 8 = 0

Recuperiamo il significato di quello che stiamo facendo. Se vogliamo rispondere al problema dobbiamo trovare condizioni su a e su b, ossia sui numeri di mattonelle del bordo orizzontale e di quello verticale. Se nella seconda parentesi avessimo b4 in luogo di b  2 potremmo raccogliere ed ottenere un'equazione del tipo xy = c (capacità anticipatoria). Per ottenere un'equazione equivalente alla data, ma dove ci sia b4 in luogo di b  2, possiamo addizionare 8 ad entrambi i membri dell'equazione ab  4a  4b + 8 = 0. Otteniamo ab  4a  4b + 16 = 8, ossia 

a(b  4)  4(b  4) = 8 e, infine (a  4)(b  4) = 8 (capacità di manipolazione flessibile: utilizziamo le scomposizioni in modo non standard, almeno in modo diverso da quello che si utilizza di solito nella pratica didattica). 

Il problema dato si è trasformato nel problema di determinare per quali valori interi positivi di a e b il prodotto (a  4)(b  4) è uguale a 8. In altri termini, quali sono i numeri interi positivi x e y tali che il loro prodotto è 8?  (Capacità di passare da un frame  a un altro, di riformulare un dato problema, di dare sensi diversi a formule con lo stesso significato).  Abbiamo x = 1  e y = 8, oppure x = 2 e y = 4 (e le soluzioni simmetriche, ovviamente). Quindi a = 5 e b = 12 oppure a = 6 e b = 8.
Torna indietro


Discussione matematica

Per discussione matematica in classe si intende una polifonia di voci orchestrate dall'insegnante; il termine voce è da intendersi nel senso di opinione espressa esplicitamente da un qualunque componente della classe e riconosciuta come degna di attenzione dal resto della classe. Compito dell’insegnante è quello di far da eco ad opinioni e posizioni espresse dagli studenti, soprattutto quando esse possono portare a sviluppi significativi. 

Il testo di riferimento in lingua italiana per la tecnica delle discussioni matematiche è senza dubbio quello del gruppo di Modena coordinato da Mariolina Bartolini Bussi: Interazione sociale e conoscenza a scuola: la discussione matematica
. Riportiamo qui un passo del primo capitolo di questo libro che dà un'idea di come il termine discussione matematica sia stato utilizzato agli inizi nella letteratura internazionale di educazione matematica. […]

"Il termine discussione matematica è stato introdotto formalmente nella ricerca didattica da Pirie & Schwarzenberger (1988), come discorso mirato su un argomento di matematica in cui ci sono contributi originali degli allievi ed interazione. Ogni parte di questa definizione è dagli autori finalizzata ad uno scopo specifico, per distinguere una discussione matematica da altri generi di discorso di classe come una chiacchierata a scopo sociale (finalizzata allo ’star bene a scuola’) o su argomenti qualsiasi o caratterizzata da ascolto passivo da parte degli allievi o senza evidenze di interazione tra essi. Esempi di discussione matematica sono presenti nella letteratura sulla didattica della matematica, in modo esplicito almeno dalla metà degli anni 80.

Il genere di discorso della discussione è raramente osservabile nelle classi standard: le osservazioni compiute (non solo per la matematica) mostrano la predominanza di discorsi con lo schema seguente (noto come IRF) 

1. avvio (Initiation), dell’insegnante; 

2. risposta (Response) dell’allievo; 

3. commento valutativo (Feedback) dell’insegnante. 

[…] 

[Vi sono esempi che testimoniano bene] l'interazione tra un insegnante disponibile a dare spazio ai suoi allievi, ma più desideroso di incanalare rapidamente le loro proposte nel verso predefinito della lezione. È una situazione più frequente di quanto non si creda: la maggior parte degli insegnanti realizza questo effetto imbuto nelle proprie classi per mezzo di una gestione a botta e risposta, senza neppure esserne consapevole, al punto che l’ascolto critico della registrazione di una propria lezione è spesso causa di sorprese e perfino di crisi. Nonostante ciò, la vita di una classe scorre spesso in modo abbastanza tranquillo: tutto si basa sull’accettazione (implicita) di alcune regole della interazione scolastica che sono state riassunte da due studiosi inglesi Edwards e Mercer
 nel modo seguente: 

(a)  solo l’insegnante fa domande; 

(b)  l’insegnante conosce tutte le risposte; 

(c) domanda ripetuta equivale a risposta sbagliata.

[…] "

Torna indietro



Abilità 9. 

È noto che l'espressione y = mx + n rappresenta una funzione affine (retta) in forma (quasi) generale. Nessuno ha difficoltà a spiegare il senso di quello che si ottiene sostituendo ad esempio i  numeri 2,3 alle lettere m, n. L'espressione risultante y = 2x + 3 rappresenta una certa retta fra tutte quelle rappresentate dall'espressione di partenza, precisamente quella di coefficiente angolare 2 che incontra l'asse y nel punto di ordinata 3. Facciamo ora nell'espressione di partenza la sostituzione x = 2, y = 3; si ottiene l'espressione 3 = 2m + n: che cosa rappresenta? Quale il senso delle lettere m  e n in essa?   
Torna indietro


Campi di esperienza degli studenti. 

Per campo di esperienza intendiamo un insieme strutturato di conoscenze, che viene utilizzato per agire, per risolvere problemi, per riflettere sulle azioni effettuate e sui problemi risolti (per maggiori precisazioni sul concetto di campo di esperienza, rimandiamo agli studi di Paolo Boero
). Tenere conto di questi campi di esperienza è di fondamentale importanza., sia per agganciarsi ad essi evidenziando elementi di continuità nel passaggio dalla scuola media alla secondaria, sia per essere consapevoli delle eventuali conoscenze degli studenti che possono creare ostacoli all’acquisizione dei nuovi concetti. È il caso delle espressioni del linguaggio dell’algebra, di cui sarebbe bene evidenziare già nella scuola media gli aspetti relazionali e funzionali; per esempio, non è difficile cogliere sia graficamente, sia mediante tabelle le differenze tra 2x e x2. 

Altri argomenti delicati sono quelli delle proporzioni e delle equazioni, in cui sarebbe altrettanto opportuno evidenziare aspetti di tipo funzionale. 

Infine, è importante valorizzare l’uso del linguaggio naturale nella verbalizzazione delle strategie risolutive degli studenti, nella presentazione e discussione dei risultati. Ciò produce molto più pensiero algebrico di quello che, in un primo momento, si potrebbe pensare. 

Qui proponiamo i seguenti problemi come esempio di attività significative in diversi campi di esperienza che potrebbero essere svolte, con le dovute cautele e il tempo necessario, in classe. Ovviamente non è detto che tutti questi campi di esperienza siano in possesso di qualunque studente: dipende dall'età, dagli interessi, dall'esperienza scolastica ed extra scolastica pregressa…. 

Altri esempi, talvolta commentati, talvolta solo proposti, si possono trovare nei Percorsi didattici.

Esempio 1:  "combinatoria". 
In quanti modi si può ricoprire una scacchiera 2xN con tasselli di domino 2x1 ?


Risoluzione. Ci sono due modi per iniziare il ricoprimento:

nel primo ci si riconduce a dover risolvere il problema per una scacchiera 2x(N-1) con tasselli di domino 2x1


Nel secondo ci si riconduce a dover risolvere il problema per una scacchiera 2x(N-2) con tasselli di domino 2x1



Se il numero di modi cercato è indicato con Tn, allora nel primo caso ci si riconduce a risolvere il problema di determinare Tn-1 e nel secondo caso il problema Tn-2. Poiché i due casi sono disgiunti, abbiamo che Tn= Tn-1+ Tn-2, con T1 = 1 e T2 = 2

Esempio 2. Modelli ed Economia

L'Italgas deve decidere, in relazione all'importo annuo medio pagato dai vari clienti (supponiamo da un minimo di L100 000 a un massimo di L 5 000 000), qual è il numero ottimale di bollette da mandare in un anno. Si tenga conto che ogni bolletta ha un costo fisso indipendente dall'importo e che si può supporre che le somme via via riscosse nel corso dell'anno rendano all'azienda un interesse mensile (diciamo dell’ 1%).

Esempio 3. Probabilità

Qual è la probabilità che dividendo a caso un segmento in tre parti si possa costruire un triangolo?


x e y siano due delle tre parti in cui si suddivide il segmento a. 

Quindi si ha che x+y < a    0 < x  ,  0 < y. Inoltre valgono le disuguaglianze triangolari,  per cui: 

x+y > a  (x+y) 
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 x >  y - a + x +y 
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y > x - a + x +  y  
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Interpretando geometricamente il sistema 
[image: image24.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

<

<

<

+

2

2

a

y

a

x

a

y

x


si ottiene che  la probabilità richiesta è il rapporto tra l'area del triangolo in colore della precedente figura e quella del triangolo individuato dagli assi e dalla retta di equazione x + y = a, ossia 
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Esempio 4. Aritmetica e dimostrazioni.

Dimostrare che (p - 1)(q2 - 1) è un multiplo di 16 se p e q sono dispari.

In tal caso basta osservare che se p è dispari, allora p - 1 è pari. Quindi il primo fattore è un multiplo di 2. Dobbiamo allora dimostrare che q2 - 1 è un multiplo di 8, ossia che il predecessore del quadrato di un numero dispari è un multiplo di 8. Scriviamo q come 2n +1. Dobbiamo allora dimostrare che 4n2 + 4n = 4 n(n+1) è un multiplo di 8. Poiché n(n+1) è pari (quale che sia n), la dimostrazione si può dire conclusa.

Esempio 5. Aritmetica e dimostrazioni

La dimostrazione di Euclide sull’infinità dei numeri primi (nel biennio).

La dimostrazione viene condotta per assurdo. Si suppone che esista un numero finito di numeri primi. In tal caso possono essere elencati: p1, p2, …. pn.

Consideriamo ora il numero che si ottiene aggiungendo 1 al prodotto dei numeri primi dati: 
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 Tale numero non è divisibile per alcuno dei numeri primi elencati (il resto della divisione dà in ogni caso 1) quindi, poiché ogni numero naturale è scomponibile in uno e in un solo modo (a meno dell'ordine dei fattori) in numeri primi, possiamo dire che l'ipotesi fatta, e cioè che esistessero solo un numero n di numeri primi deve essere rifiutata. Quindi concludiamo che l'insieme dei numeri primi non è finito.

Come si può notare, l'idea di Euclide si basa su proprietà elementari, quali la scomponibilità di un numero naturale in numeri primi e la divisione con resto nell'insieme dei naturali.

Alla fine del triennio si può anche proporre la dimostrazione di Eulero che si basa su un'idea completamente diversa e che fa uso di concetti di matematica avanzata (analisi matematica, in particolare la divergenza della serie armonica)

Torna indietro
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