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Sezioni piane di un cubo:
un problema di
geometria dello spazio
risolto con Cabri-géometre






Premessa

Vogliamo rappresentare con il program@abri-géomeétraun cubo e le sue diverse sezioni con un
piano individuato da tre punti non allineati in modo tale che, variando la posizione dei punti, Si
possa vedere la deformazione per continuita della figura di intersezione. Nascondendo le linee
superflue rimane il disegno del cubo, dei punti e dei segmenti di intersezione del piano con le facce
Spostando i punti varia il poligono ottenuto. Il problema della determinazione delle sezioni e colle-
gato al problema della rappresentazione di un solido nel piano. E’ interessante inoltre affrontare il
problema della determinazione delle sezioni regolari, degli assi di simmetria, piani di simmetria,
centro di simmetria, dei poliedri regolari inscritti. Si potrebbe ulteriormente estendere lo studio alla
determinazione dei gruppi delle isometrie di una figura nello spazio.

1. Come rappresentare un cubo

EssendaCabri-géometreun programma di geometria piana, il primo problema che si presenta é
guello della rappresentazione del cubo.

Per semplicita e per non appesantire la costruzione successiva utilizziamo I'assonometria oblique
cavaliera: gli assi assonometrici sono situati in modo che due di essi sono fra loro ortogonali e il
terzo diretto arbitrariamente. Le scale saranno pertanto uguali sui primi due assi e arbitraria lungo |l
terzo. Noi sceglieremo come segmento unitario, lungo il terzo asse, un segmento che & la meta de
segmenti scelti come unita negli altri due.

L'argomento della rappresentazione di un oggetto secondo le regole della geometria descrittiva
verra affrontato nel successivo paragrafo 3.

2. Sezioni piane di un cubo.

Problema
Dato un cubo ABCDAB’C’D’ e un piano determinare tutte le possibili sezioni del cubo.

Sia dato il cubo ABCDAB’C’D’. Chiamiamo x la retta dello spigolo AD’, y la retta dello spigolo
D’C’ e z la retta dello spigolo DD’ (vedi Figura 2).

* G

A B

Figura 2 Sezioni del cubo individuato dal piano per i punti E, F,
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Per la risoluzione grafica del problema con Cabri-géometre, possiamo limitarci a considerare i tre
casi seguenti (essendo le altre situazioni equivalenti), costruendo tre figure, e quindi tre file, diversi.

1.

2.

3.

Consideriamo i piani che intersecano le rette ortogonali X, y, z limitandoci a quelli che interse-
cano i due spigoli AD’ e D'C’ rispettivamente in E e F e laretta z in G. (Piani obliqui)
Consideriamo i piani paralleli ad una di queste rette, es. z, e intersecanti gli spigoli AD’e D'C’
rispettivamente in E e F. (Il caso 2 puo essere considerato come un caso limite del precedent
guando facciamo “allontanare* G sull'asse z in una delle due direzioni.)

Consideriamo i piani paralleli al piano di due rette, ad esempio z e y, e intersecanti lo spigolo
AD’in E

| casi 2 e 3 sono molto semplici da analizzare. La figura € un rettangolo (in casi particolari un qua-
drato o un segmento).

Il primo caso invece richiede un’analisi piu dettagliata, con costruzioni successive e sovrapposte ur
po’ ingegnose, a seconda che l'intersezione del piano con le rette degli spigoli appartenga agli spi
goli o al loro prolungamento. In tale caso si possono ottenere esagoni (eventualmente regolari)
pentagoni (mai regolari); quadrilateri (eventualmente dei quadrati), triangoli (eventualmente equila-
teri), segmenti. (vedi Figure 2a, 2b, 2c, 2d; 2e).
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Figure 2a,2b, 2c, 2d, 2e Esempi di sezioni del cubo individuato dal piano per i punti E, F,G



2.1 Primo caso: sezione ottenuta con un piano obliquo e costruzione con
Cabri-géomeétre

La costruzione richiede in piu occasioni I'applicazione delle seguenti operazioni con il Cabri-
géometre:

* (Creazione/Punto)

* (Creazione/Segmento)

* (Creazione/Retta per due punti)

* (Costruzione/Punto su un oggetto)

* (Costruzione/Intersezione di due oggetti)

* (Costruzione/Punto medio)

* (Costruzione/Circonferenza (centro/punto))

* (Costruzione/Retta parallela)

* (Costruzione/Retta Perpendicolare)

Le operazioni richieste per la costruzione sono elementari ma é necessaria un po’ di attenzione
inoltre, via via che la costruzione procede, sara opportuno nascondere delle linee o farle riapparire
a seconda del momento, per poi nasconderle tutte al termine del lavoro.

Senza esplicitare tutte le operazioni elementari da compiere indichiamo un possibile percorso.

Iniziamo con il rappresentare il cubo e definire il piano

a) Viene disegnato il cubo partendo da tre punti A, B, C non allineati e tali che: AA e perpendico-
lare al segmento AB e AA = AB, mentre BC e meta di AB e di direzione arbitraria (assonome-
tria cavaliera)
In questo caso, per esempio, si creano due punti A e B, si determina C come punto genericc
della circonferenza di centro B e passante per il punto medio del segmento AB, poi si determina
A come intersezione della circonferenza di centro A e passante per B con la perpendicolare petr
A alla retta AB e, successivamente, costruendo parallele e intersezioni di coppie di rette si
costruiscono i punti D, A, B’, C’, D’ e i segmenti spigoli del cubo.

b) Siscelgono i punti E sul segmento D’'A, F sul segmento D’C’ e G sulla retta DD’: i punti E, F,
G, salvo casi particolari, individuano un piano che seziona il cubo.

Figura 2.1 Sezione esagonale del cubo (il piano interseca AA', CC’, AB e BC).



Si devono ora esaminare le seguenti situazioni diverse che portano alle varie costruzioni.
Terminato il disegno e nascoste le linee al variare dei punti si ottengono i diversi poligoni.

m Scegliamo un punto G sulla retta DD’ ed appartenente alla semiretta esterna al cubo di origine
D’. Scegliamo un punto E in modo che si possa considerare l'intersezione E’ della retta EG con lo
spigolo AA (Attenzione: con il segmento e non con la regtd)ntersezione E” con la retta dello
spigolo AD. Se non ci si trova in questa situazione si sposta E sul segmento cui appartiene.
Scegliamo un punto F in modo che si possa considerare l'intersezione F' della retta GF con lo spi-
golo CC’(Attenzione: con il segmento e non con la regt&)ntersezione F” con la retta dello spi-

golo CD. Se non ci si trova in questa situazione si sposta F.

Consideriamo la retta E"F” e le intersezioni E™ e F” con i segmenti AB e BXtenzione: con il
segmenti e non con le rett&e non esistono E” e F” si varia la posizione diEo F o G.

I punti E, E’, E”, F”, F’, F sono i vertici dell’esagono sezione (vedi Figura 2.1).

Trovati i punti si devono costruire i segmenti che uniscono questi punti.

m Come il caso precedente ma in questo caso la retta E"F” non interseca gli spigoli AB e BC ma i
loro prolungamenti rispettivamente in E” e F”. Sia F* il punto di intersezione della retta per i
punti F”, F’ con lo spigolo BB’ (F’, F” appartengono al piano della faccia BCC'BAttenzione:

con il segmento e non con la rett&} € un vertice del pentagono sezione EE'F*F'F Trovati i punti

si devono costruire i segmenti che uniscono questi punti (vedi la Figura 2.2).

Figura 2.2 Sezione pentagonale del cubo (il piano interseca AA’, BB’, CC).

m Scegliamo un punto G sulla retta DD’ ed appartenente alla semiretta esterna al cubo di origine D’.
Scegliamo un punto E in modo che si possa considerare l'intersezione E” della retta EG con lo spi-
golo AD (Attenzione: con il segmento e non con la rett#jntersezione E’ con la retta dello spigo-

lo AA. Se non ci si trova in questa situazione si sposta E.

Scegliamo un punto F in modo che si possa considerare l'intersezione F’ della retta GF con lo spi-
golo CC’(Attenzione: con il segmento e non con la regtd)ntersezione F” con la retta dello spi-

golo CD. Se non ci si trova in questa situazione si sposta F.

Consideriamo la retta E"F” e I'intersezione F* con il segmento B@tenzione: con il segmento e

non con la retta)
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E, E”, F*, F', F sono i vertici del pentagono sezione. Trovati i punti si devono costruire i segmenti
che uniscono questi punti (vedi la Figura 2.3).

Figura 2.3 Sezione pentagonale del cubo (il piano interseca AD, BC, CC’).

m Scegliamo un punto G sulla retta DD’ ed appartenente alla semiretta esterna al cubo di origine D’.
Scegliamo un punto E in modo che si possa considerare l'intersezione E’ della retta EG con lo spi-
golo AA (Attenzione: con il segmento e non con la regtd)ntersezione E” con la retta dello spi-

golo AD. Se non ci si trova in questa situazione si sposta E.

Scegliamo un punto F in modo che si possa considerare I'intersezione F” della retta FG con lo spi-
golo CD(Attenzione: con il segmento e non con la rettijntersezione F’ con la retta dello spigo-

lo CC’. Se non ci si trova in questa situazione si sposta F.

Consideriamo la retta E"F” e l'intersezione F* con il segmento(@ABenzione: con il segmento e

Figura 2.4 Sezione pentagonale del cubo (il piano interseca AA', AB, CD).
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non con la retta).
E, E”, F*, F', F sono i vertici del pentagono sezione. Trovati i punti si devono costruire i segmenti
che uniscono questi punti (vedi la Figura 2.4).

m Scegliamo un punto G sulla retta DD’ ed appartenente alla semiretta esterna al cubo di origine D’.
Scegliamo un punto E in modo che si possa considerare l'intersezione E” della retta EG con lo spi-
golo AD (Attenzione: con il segmento e non con la rettéjntersezione E’ con la retta dello spigo-

lo AA. Se non ci si trova in questa situazione si sposta E.

Scegliamo un punto F in modo che si possa considerare I'intersezione F” della retta FG con lo spi-
golo CD e l'intersezione F’ con la retta dello spigolo CC’. Se non ci si trova in questa situazione si
sposta F.

E” e F” appartengono alla faccia ABCD.

EE"F"F ¢ il quadrilatero (trapezio) sezione. Trovati i punti si devono costruire i segmenti che uni-
scono questi punti (vedi la Figura 2.5).

E"
A B

£

Figura 2.5 Sezione quadrangolare (trapezio) del cubo (il piano interseca AD, DC).

m Scegliamo un punto G sul segmento DD’.
| punti E, F, G sono i vertici del triangolo sezione. Trovati i punti si devono costruire i segmenti che
uniscono questi punti (vedi la Figura 2.6).

m Scegliamo un punto G sulla retta DD’ ed appartenente alla semiretta esterna al cubo di origine D.
Sia E” I'intersezione della retta EG con il segmento gtenzione: con il segmento e non con la
retta) e F” I'intersezione della retta GF con il segmentqAttenzione: con il segmento e non con

la retta)

| punti E, E”, F”, F sono i vertici del quadrilatero (trapezio) sezione. Trovati i punti si devono
costruire i segmenti che uniscono questi punti (vedi la Figura 2.7).

Attenzioneprocedendo nella costruzione & opportuno nascondere le linee che diventano superflue
relativamente ai singoli casi 1., 2. ....7 considerati e far riapparire le rette che in quella situazione
servono.



Figura 2.6 Sezione triangolare del cubo (G appartiene allo spigolo DD’).

D' F
/ C
E
A B
D =
P C
EII
A B
G

Figura 2.7 Sezione quadrangolare (trapezio) del cubo (il piano interseca AD, DC).
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2.2 Secondo caso: sezione ottenuta con un piano parallelo ad un asse coor-
dinato

Questo caso risulta semplice: la figura € sempre un rettangolo o in casi particolari un quadrato oc
un segmento.

Si parte dal cubo ABCDAB’C'D’ e si costruiscono i punti E sullo spigolo AD’ e F sullo spigolo
D’C’ (Attenzione: sul segmento e non sulla ret&)costruiscono E” e F” come intersezioni delle

rette parallele per i due punti E ed F all'asse z. E, E”, F”, F sono i vertici della figura intersezione.
Trovati i punti si devono costruire i segmenti che uniscono questi punti (vedi la Figura 2.8).

D
F o
E /
A’ / B
D c
A B

Figura 2.8 Sezione ottenuta (rettangolo) con un piano parallelo ad uno spigolo.

2.3 Terzo caso: sezione ottenuta con un piano parallelo ad un piano coordi-
nato

La sezione € sempre un quadrato.

Si parte dal cubo ABCDAB’C’D’ e si sceglie E sullo spigolo ARttenzione: sul segmento e non
sulla retta).Tracciando le parallele agli spigoli si ottengono i punti F su B'C’, E" su AD e F” su
BC. E, E”, F”, F sono i vertici della figura intersezione. Trovati i punti si devono costruire i seg-
menti che uniscono questi punti (vedi la Figura 2.9).

D'

A B
Figura 2.9 Sezione ottenuta (quadrato) con un piano parallelo ad una faccia.




2.4 | poligoni regolari ottenibili come sezioni del cubo

Si possono ottenere come sezioni i seguenti poligoni regolari: triangolo equilatero, quadrato ed esa
gono regolare (vedi le Figure 2.10)

D' D'

Vi

A B

Figure 2.10 Poligoni regolari ottenibili come sezioni del cubo

3. Come rappresentare un cubo: assonometria e prospettiva con Cabri-
géomeétre

Il programmaCabri-géometred adatto a trattare argomenti di geometria piana; tuttavia siamo con-
vinti che abbia notevoli potenzialita didattiche, date le sue note caratteristiche di dinamicita e varia-
bilita delle figure, anche per trattare la geometria dello spazio. Del problema della rappresentazione
nel piano delle figure dello spazio si occupa la geometria descrittiva che viene studiata nei corsi di
disegno di alcune scuole (licei artistici, scuole d’arte e licei scientifici) e universita (accademia di
belle arti, architettura, alcuni corsi di ingegneria,...), ma da diversi anni non piu nel corso di laurea
in matematica. Come si fa disegnando su un foglio di carta o alla lavagna occorre pertanto rappre
sentare le figure dello spazio rispettando le regole della geometria descrittiva.

Problema
Come rappresentare un cubo, o piu in generale un solido, secondo la geometria descrittiva °

Indichiamo di seguito, anche se non in modo esauriente e completo nelle spiegazioni, alcu

possibili soluzioni. Si consiglia, a questo proposito, la lettura di un buon testo di geometria «
tiva.
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3.1 Assonometria parallela ortogonale

Un primo metodo € quello di usare una assonometria parallela ortogonale.

L'oggetto viene visto da molto lontano, teoricamente dall'infinito, e 'immagine viene proiettata su
di un piano (detto piano assonometrico) supponendo che i raggi proiettanti siano ortogonali a tale
piano. In questo caso bisogna costruire il triedro fondamentale e trovare il rapporto di riduzione esi-
stente tra gli assi reali e la loro proiezione.

Si veda la figura allegata, realizzata con il programma “Cabri-Géometre” (vedi Figura 3.1).

Figura 3.1 Costruzione del rapporto di riduzione con I'assonometria ortogonale

Nel disegno sono stati considerati tre assi X, y z ed un’unita di misura u. Tramite il triedro fonda-
mentale é stato costruito il rapporto di riduzione sui singoli assi e disegnato il cubo di lato unitario.
Tutta la figura pud essere deformata con continuita al cambiare dei punti base del disegno e deg
angoli formati dai tre assi.

Come e noto, esistono diversi sistemagsonometrie ortogonali:
-assonometria ortogonale isometricdil coefficiente di riduzione e uguale per tutti gli assi.
(Vedi la Figura 3.2).

-assonometria ortogonale dimetricdil coefficiente di riduzione & uguale per due degli assi)
(Vedi la Figura 3.3).

-assonometria ortogonale trimetrica(il coefficiente di riduzione & diverso per tutti gli assi) (vedi
la Figura 3.4).



/N

Figura 3.2 Cubo in assonometria ortogonale isometrica

Figura 3.3 Cubo in assonometria ortogonale dimetrica

Figura 3.4 Cubo in assonometria ortogonale trimetrica



3.2 Assonometria parallela obliqua

Un secondo metodo € quello di usare assonometria parallela obliquain cui i raggi proiettanti
sono tutti paralleli tra loro, provengono da un punto all'infinito, ma sono obliqui al piano assono-
metrico. La assonometria obliqua piu usata & quella cavaliera rapida.

Esistono diversi sistemi dissonometrie oblique Quelle piu usate sono:

-assonometria obliqua cavaliera genericée quindi ha gli assi assonometrici situati in modo che
due di questi siano tra di loro ortogonali e il terzo diretto arbitrariamente)

(vedi la Figura 3.5).

Figura 3.5 Cubo in assonometria obliqua cavaliera generica

-assonometria obliqua cavaliera rapidgun angolo € di 90° e gli altri due di 135°)
(vedi la Figura 3.6)

-assonometria obliqua cavaliera militare o aereéun angolo € di 90° e gli altri due di 135° con il
piano assonometrico parallelo o coincidente con il P.O.)
(vedi la Figura 3.7)



Figura 3.6 Cubo in assonometria obliqua cavaliera rapida

z

Figura 3.7 Cubo in assonometria obliqua cavaliera militare aerea

3.3 Prospettiva o proiezione centrale

Un terzo metodo € quello di usare yomaiezione centrale o prospettivain cui i raggi proiettanti

partono da un centro di proiezione al finito. Questo metodo e piu complicato, ma piu soddisf.
perché corrisponde alla visione che di un solido si ha da un punto di vista al finito. Qui ci limi
solo ad un cenno. Questo metodo é stato teorizzato dagli artisti del Rinascimento e in partic



Leon Battista Alberti, Piero della Francesca e Leonardo.
(vedi le Figure 3.8, 3.9).

D P L.O.

L.T.

B'

Figura 3.8 Cubo in proiezione centrale o in prospettiva.

L.O.

L.T.

Figura 3.9 Cubo in proiezione centrale o in prospettiva.



4. Piani di simmetria e assi di simmetria di un cubo

Una applicazione degli argomenti appena svolti si trova nello studio degli assi di simmetria e dei
piani di simmetria del cubo.

Un cubo possiede 9 piani di simmetria: sono i piani che tagliano a meta il cubo e che contengonc
due diagonali giacenti su facce opposte (sono 6) e 3 piani di simmetria che tagliano a meta quattrc
spigoli.

(vedi le Figure 4.1, 4.2)

Figura 4.1 Piano di simmetria diagonale del cubo

Figura 4.2 Piano di simmetria mediano del cubo
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Un cubo possiede 13 assi di simmetria rotazionale di cui nove sono assi di simmetria:

* le tre rette passanti per i centri di due facce opposte (assi di simmetria rotazionale e di simme-
tria) rette di tipo t.

* le quattro diagonali del cubo (assi di simmetria rotazionale ma non assi di simmetria di simme-
tria) rette di tipo s.

* sei rette che congiungono i punti medi di due spigoli opposti (assi di simmetria rotazionale e di
simmetria) rette di tipo r.

Le nove rette di simmetria del cubo sono perpendicolari ai nove piani di simmetria

(Vedi la Figura 4.3)

Un cubo possiede un centro di simmetria.

e N'

o N M

Figura 4.3 Assi di simmetria del cubo.

4. Poliedri regolari inscritti nel cubo

Dentro un cubo possiamo inscrivere un ottaedro regolare i cui vertici sono i centri delle facce e due
tetraedri regolari i cui spigoli sono le diagonali delle facce.
(Vedi le Figure 4.4, 4.5)

L'ottaedro, che € il poliedro duale del cubo, ha gli stessi assi di simmetria, gli stessi piani di simme-
tria e lo stesso centro del cubo. Il numero di vertici dell'ottaedro e uguale al numero di facce del
cubo; il numero di vertici del cubo & uguale al numero di facce dell’ottaedro; i due poliedri \\hanno
lo stesso numero di spigoli.
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Cabri-géometre non e soltanto
uno strumento per la geometria piana.
Combinando le tecniche
di rappresentazione nel piano
di oggetti tridimensionali
con le possibilita dinamiche offerte
da Cabri-géometre
viene esplorato il problema
della deformazione con continuita
delle sezioni
di un cubo con un piano
e vengono affrontati alcuni argomenti di
geometria descrittiva
(assonometria e prospettiva di un cubo).
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