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m 1. Introduzione

I n questo articolo ci si propone di usare il program@abri-géomeétrgnella versione 1.7 italiana per MS-DOS, a

cura di Paolo Boieri), per disegnare “con riga e compasso” i cinque poliedri regolari convessi, detti “solidi plato-
nici” *, seguendo i metodi di rappresentazione forniti dalla geometria descrittiva.
L'uso del programmaCabri-géometrea nostro avviso, ha una notevole valenza didattica perché permette di rivedere
in maniera molto vivace, date le caratteristiche di variabilita delle figure che si possono tracciare, alcune proprieta di
questi solidi notevoli, non sempre svolte nella scuola media superiore.
Le proprieta dei poliedri regolari convessi sono indagate, in modo sistematico, nel XIII libraetkegientidi Euclide
(circa 300 a. C.), posto a conclusione e a coronamento dell’opera. Il loro studio risale ai Pitagorici e a Teeteto (ca.
415-369 a.C.).
| poliedri regolari hanno avuto una grande influenza e molto potere di suggestione su matematici, filosofi ed artisti.
Devono il loro nome di “solidi platonici” a Platone (427-347 a. C.) che tratta di essiTimeéo, considerandoli come
gli elementi ultimi della materia. Keplero (1571-1630) nelle sue opéysterium cosmographicun{1595) e
Harmonices Mundi(1619) costruisce, prima di scoprire le sue leggi sulle orbite dei pianeti, una cosmologia sulla base
dei cinque poliedri regolari. Egli trovo le distanze tra le orbite planetarie e tentd di ricondurle ai raggi delle sfere
alternativamente inscritte e circoscritte nei poliedri regolari, inscritti uno nell'altro.
In questo articolo ci si propone inizialmente I'obiettivo di disegnare correttamente nel modo piu semplice, usando I'as-
sonometria cavaliera, i poliedri regolari. Il disegno corretto dei poliedri regolari si puo fare pero solo se si conoscono
le proprieta geometriche di tali solidi. Lo studio delle proprieta dei poliedri regolari ci fara risalire Elglnenti di
Euclide, permettendoci anche una rilettura del Libro Xlll ed in particolare di ripercorrere, con I'aiu@@ldii-géome-
tre, le mirabili dimostrazioni di Euclide relative ai poliedri regolari.
L'esposizione ¢ di livello didattico, idealmente rivolta a studenti della scuola secondaria superiore, e tratta in modo
abbastanza dettagliato le principali proprieta dei poliedri regolari, anche se la trattazione non si propone, ovviamente,
di essere esaustiva. Viene prevalentemente seguito un modo di procedere elementare, che fa uso della geometria sinte
ca e in certi casi della trigonometria, senza ricorrere alla geometria analitica.
La letteratura matematica sull’argomento € vastissima. Per essa si rimanda alla bibliografia contenuta nei libri di
Coxeter citati nell'appendice a questo articolo.

m 2. Come rappresentare una figura solida nel piano

abri-géomeétree fondamentalmente un programma di geometria piana. Il primo problema che si presenta, per
disegnare correttamente i poliedri regolari usando il programma in questione, & pertanto quello della rappresen-
tazione nel piano di una figura tridimensionale.
Per semplicita, per non appesantire la costruzione successiva, useremo uno dei metodi piu semplici di rappresentazion
I'assonometria obliqua cavaliera. Con questo metodo gli assi assonomeyr&r, sono situati in modo che due di essi
sono fra loro ortogonali (asgie 2) e il terzo diretto arbitrariamente (asdela scala sara pertanto uguale sui primi due
assi coordinati e arbitraria lungo il terzo. Noi sceglieremo come segmento unitario, lungo il terzo asse, un segmento che
€ la meta del segmento scelto come unita di misura negli altri due.
Per la trattazione dei metodi di rappresentazione di un oggetto tridimensionale secondo le regole della geometrig
descrittiva, assonometria e prospettiva, si rinvia ad uno dei libri di geometria descrittiva indicati in bibliografia, ad
esempio [11].

2.1 ’'omologia affine e la rappresentazione in assonometria dei poliedri regolari

Vogliamo rappresentare nel piano le figure dello spazio traducendone le proprieta in relazioni fra le figure rappresenta-
tive. Indichiamo conm il piano su cui intendiamo fare la rappresentazianeadro di proieziong fissiamo poi un
puntoS, non appartenentet che consideriamo come centro delle operazioni di proiezgarer¢ di proieziong e la
posizione che si intende occupata dall’occhio dell'osservatore.

Se il centraSé proprio si ha la proiezione centrale o conica (prospettiva), se il centro di proi&zémeproprio si ha
la proiezione parallela o cilindrica (assonometria).

Consideriamo il centro improprio e riferiamo lo spazio alla terna trirettaxola

Se nessuno degli assi € parallelo alla direzione di proiezione essi si proiettano in xteyettedi w uscenti da un
puntoQO’ e le scale grafiche di intervallg segnate sugli assi si proiettano su tre scale i cui intervalli unitari indich
CONUx, Wy, L.

La proiezione parallela (assonometria) si dice ortogonale od obliqua a seconda dell’angolo che la dirgZimmead
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con il quadror.

Le rappresentazione assonometriche sono fondate sul seguente teorema di cui richiamiamo solo I'enunciato:
Teorema (di Pohlke).Dati nel pianos tre segmenti O’X’, O'Y’, O'Z’ uscenti da un medesimo punto O’, e tali che i tre
punti X', Y’, Z'non appartengano alla medesima retta, essi si possono sempre considerare come costituenti le proiezio-
ni parallele di tre segmenti OX, OY, OZ uguali fra loro e a due a due ortogonali.

Il teorema precedente consente di scegliere arbitrariamente gli assi assonometrici e le scale assonometriche perché, f
sati questi elementi, & possibile determinare un punto impr8price assk, y, zche si proiettano i, y’, z' ed una

unita di misura.

2.2 L’assonometria cavaliera

L'assonometria cavaliera & una assonometria obliqua.

Riferiamo lo spazio alla terna trirettang@ax y z facendo coincidere I'asse delleon la linea di terra, e il piang

con il quadror.

L'oggetto da rappresentare si suppone contenuto nel triedro dei semiassi positivi.

Gli assi ortogonalk, y, zsi proiettano d&. sopraar in tre rettex’, y’, z' (assi assonometrici), uscenti @a

Le scale grafiche (con origine @) segnate sugli assi veri si proiettano in tre scale assonometriche tutte a intervallo
costante. Tale intervallo € uguale per le scale suglyasgi

Nei disegni € comodo considerare a volte il ribaltamento del piasal pianoyzin modo che il semipiano delle

positive si sovrapponga al semipiano deliegative.

Segnate le scale assonometriche, uguali sugly&sse arbitraria sull'asse delle resta determinata la direzione di .

Si puo dimostrare la seguente proposizione:

Le proiezioni assonometriche dei punti e delle rette del piano xy e i loro ribaltamenti sul quadro si corrispondono tra-
mite un’omologia affine che ha come asse I'asse assonometrico delle y ed in cui sono omologhi il punto “uno” della
scala assonometrica positiva sull’asse delle y e il punto "uno” della scala assonometrica negativa sull’asséldelle z
quale costituisce il ribaltamento sul pianalel punto unitario dell'asse debgpositive).

Consideriamo accanto alla proiezione della figuré&Sdau 7 (proiezione assonometrica o proiezione vera) anche le
proiezioni delle figure sul piarndy e sul piang/z

Per le figure, corCabri-géomeétreabbiamo usato:

e una macro-costruzione per il trasporto dei segmenti;

* una macro-costruzione per 'omologia affine (dato I'asse e due punti che si corrispondono, viene costruita I'immagine
di ogni altro punto del piano).

Per rendere piu rapido il disegno in assonometria cavaliera di una figura tridimensionale si pud dunque usare il metodc
dell'omologia affine. Data una figura piana, ad esempio un poligono, la sua rappresentazione in assonometria ¢ il tra-
sformato della figura iniziale tramite un’omologia affine.

Prima di disegnare i poliedri regolari conviene quindi richiamare brevemente la definizione di omologia affine e alcune
proprieta di tale trasformazione geometrica del piano.

Definizione. Una omologia affine & una trasformazione biunivoca del piano, che ha uniti tutti e soli i punti di una
retta, detta asse di omologia, che trasforma punti allineati in punti allineati ed inoltre tale che i corrispondenti di punti
distinti appartengano a rette parallele

Fissato I'asse e due punti del pidhe P’ tra loro corrispondenti, resta definita univocamente una affinita omologica.

Tale trasformazione € una affinita e pertanto ha le seguenti proprieta:

- trasforma rette in rette;

- trasforma rette parallele in rette parallele;

- mantiene il genere della conica (quindi un’ellisse si trasforma ancora in un’ellisse, ma non simile a quella di partenza;
un’iperbole si trasforma in un’altra iperbole; ecc.);

- non mantiene gli angoli, almeno in generale, cioé rette perpendicolari possono trasformarsi in rette non perpendicolari.
Nel seguito si spiega perché I'omologia affine € di molto aiuto nella rappresentazione dei poliedri regolari ed in genera-
le per il disegno in assonometria di una figura tridimensionale.

2.3. Una macro-costruzione con Cabri-géometre per I’omologia affine

Presentiamo una macro-costruzion€dbri-géometreper trovare 'immagine omologica affine di un punto.

Si fissa una retta del piano come asse di omologia che sara la retta di punti uniti. Si fissano dusdgurtbme cor-
rispondenti (vedi la figura 2.1). Si costruisce poi il corrispondente di un genericoPunto appartenente all’asse di
omologia.
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La costruzione & semplice: si fa passare la retté pd?. Questa retta, se non & parallela all'asse fissato, interseca I'as-
se di omologia nel puntd (unito). Si congiungé) conA’ e perP si manda la retta parallela alla reft&’. Il punto di
intersezioneP’ € il corrispondente del punto P. Se la rétRé parallela all'asse di omologia, la costruzione € ancora
piu semplice.

Si fa diventare la precedente costruzione, Cabri-géomeétreuna macro-costruzione di normologia affine di un
punta Si veda la figura 2.1 dove, assegnati inizialmente I'asse di omologia, i punti corrispéadéntd il puntoP,

si costruisce il punt@’.

U asse

Figura 2.1 Costruzione per determinare I'immagine di un punto P con un’'omologia affine.

Dalla costruzione fatta in precedenza rimangono per il momento esclusi i punti che giacciono sély eetgaelli
che giacciono sulla retta parallela all'asse di omologia e passante per iRpunto

Per trovare I'immagine di questi punti, occorre trovare prima I'immaBindi un punto ausiliarid® e poi trovare, con
la macro-costruzione, I'immagirf& del puntoP.

2.4. Immagine di un poligono con I’omologia affine

Come disegnare la pianta, in assonometria cavaliera, di un poligono regolare sul piano di terra con I'uso di una omolo-
gia affine? Assegnato un poligono, ad esempio il pentagono redd@®BOE, si costruisce 'omologo con la macro-
costruzioneOmologia affine di un punt@ssumendo I'assgcome asse di omologia e considerando corrispondenti i

due puntiUx ed U’x che rappresentano rispettivamente i punti unitari sull'assexdebaltato (attorno all’asse di omo-

logiay) e sull'asse assonometrico detle

z
C B' asse
y
7 B
D) Ky A
U'y
El
X D K A
U, E ove

Figura 2.2 Disegno di un pentagono regolare sul piano di terra, in assonometria, con 'omologia affine.
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2.5. Immagine di una circonferenza con I’omologia affine

E’ anche interessante, con la macro-costruzionmmlogia affine di un puntdi Cabri-géométretrovare 'immagine di
una circonferenza.

Disegnata una circonferenza sul ribaltamento del p@@apsi costruisce il luogo geometrico dei punti descrittd’ta
immagine diP ottenuta con la macro-costruzione, al variare del pBreolla circonferenza, assumendo 'agsme
asse di omologia e considerando corrispondenti i due purgd U’'x. Tale luogo €& un’ellisse di centro il puria

immagine diK tramite 'omologia affine (vedi la figura 2.3).

o) asse

Move

U

Figura 2.3 Rappresentazione di una circonferenza sul piano orizzontale con I'omologia affine.

m 3. | cinque poliedri regolari

hiamasipoliedro una figura nello spazio delimitata da facce a forma di poligono non appartenenti allo stesso
piano. Un poliedro ha almeno quattro vertici e quattro facce, non appartenenti allo stesso piano.
Un poliedro si diceeonvess®e un qualsiasi piano che contiene una faccia lascia tutti gli altri vertici del poliedro, non
appartenenti al piano considerato, in uno stesso semispazio.
Un poliedro si diceegolarese sono contemporaneamente verificate le seguenti tre condizioni:
(a) le sue facce sono poligoni regolari;
(b) le facce sono tra loro isometriche;
(c) gli angoli diedri tra due facce aventi uno spigolo in comune sono isometrici.
Non bastano le prime due condizioni per definire un poliedro regolare. Un contro esempio € fornito dal poliedro ottenu-
to dall’'unione di due tetraedri regolari con una faccia in comune, che & un esaedro non regolare.
Si dimostra chesistono soltanto cinque tipi di poliedri regolatétraedro regolare (4 facce); esaedro regolare o cubo
(6 facce); ottaedro regolare (8 facce); dodecaedro regolare (12 facce) ed icosaedro regolare (20 facce). Tre di ques
poliedri hanno per facce dei triangoli equilateri (tetraedro regolare, ottaedro regolare e icosaedro regolare), uno ha pe
facce dei quadrati (cubo) e uno ha per facce dei pentagoni regolari (dodecaedro regolare). La dimostrazione di quest
proposizione - seconda parte della Proposizione 18 del Libro XllI- si trovaHieglenti di Euclidécirca 300 a. C.), e
sara riportata nel seguito.
| poliedri regolari, segquendo Coxeter che riprende il simbolismo introdotto dal matematico svizzero L. Schlafli (1814-
1895), possono essere indicati con il simbgod}, dove p € il numero dei vertici del poligono regolache costituisce
una faccia del poliedro regolarge il numero di faccehe convergono in uno stesso vertice. Se si usa questa notazio-
ne i poliedri regolari sono caratterizzati dalla seguente tabella,Flanelica il numero delle facce del poliedid,l
numero dei vertici e&il numero degli spigoli.
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Poliedro Numero delle Numero dei Numero degli Simbolo di
regolare facce F vertici V spigoli S Coxeter - Schlafli
Tetraedro 4 4 6 {3, 3}
Cubo 6 8 12 {4, 3}
Ottaedro 8 6 12 {3, 4}
Dodecaedro 12 20 30 {5, 3}
Icosaedro 20 12 30 {3, 5}

Tabella 3.1Numero delle facce, dei vertici e degli spigoli dei poliedri regolari

Tra il numero dei vertici, il numero degli spigoli e il numero delle facce di un poliedro semplicemente connesso (senza
fori), sussiste la relazione di Eulero:
V+F-S=2.
Inoltre per un poliedro regolare del tipp,{d con le facce a forma di poligoni regolaripllati conq facce che concor-
rono in ogni vertice, si ha:
qV=2S=pFk
“Infatti, se contiamo g spigoli una volta per ciascuno déiertici, abbiamo contato due volte ogni spigolo: una volta
per il vertice iniziale ed un’altra per quello finale. Una situazione simile si ha se contmlat di ciascuna dell&
facce, poiché ogni spigolo appartiene a due fatce.”
Nel seguito esaminiamo i cinque poliedri regolari, studiandone, con l'aiuto delle figure realizz&tebtogéometre
le proprieta fondamentali. Per ogni poliedro si determinera il raggio della sfera inscritta, il raggio della sfera circoscrit-
ta, il poliedro duale ed il gruppo delle isometrie.

m 4. Il tetraedro regolare

er disegnare un tetraedro regolare in assonometria cavaliera, usiamo il metodo della omologia affineedi asse
direzione parallela alla retta passanteipez U'«.
In questo modo troviamo il trasformato del quadrato (che nel disegno sta ad indicare il piano di ribaltamento della figu-
ra reale) e del triangolo equilated®C (si veda la figura 4.1).
Il puntoH, che ¢ il baricentro del triangoRBC, ¢ il trasformato del puntd. A questo punto si deve riportare una retta
perpendicolare al pianABC e di altezzéh. Tale segmento, lunge, pud essere costruito con riga e compasso senza
conoscerne a priori la misura. E’il cateto maggiore di un triangolo rettangolo avente per ipotenusa lo spigolo del tetrae-
dro e per cateto minore i 2/3 dell'altezza di un triangolo equilatero (si veda la figura 4.1).

Z
/ C asse

?H/ ’
\/ K
N

Figura 4.1 Tetraedro regolare in assonometria cavaliera. HD é l'altezza del tetraedro.

y

U

X
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Altezza del tetraedro regolare
Sel & lo spigolo del tetraedro regolaRil raggio della sfera circoscritta edl raggio della sfera inscritta al tetraedro,
applicando il teorema di Pitagora nel triangolo rettangdl® nella figura 4.1, si ottiene:

—
h=I e‘g =| ﬁ O
V3 3
Si osserva anche che:
h=R+r

Una volta determinata 'altezza del tetraedro regolare, si riporta sulfasssegmento uguale all’altezza e si completa
il disegno del tetraedro con una semplice costruzione (basta usare la traslazione di un segmemto pange dal
puntoH).

asse

C
— ’
K

Move

Uy

Figura 4.2 Rappresentazione di un tetraedro regolare in assonometria cavaliera

Poliedro duale di un tetraedro

Consideriamo i centri delle facce del tetraedro (baricentri dei triangoli equilateri) e congiungiamoli tra loro. Otteniamo
un tetraedro che si dice essdreuale del solido di partenza (si veda la figura 4.3). Quindi il poliedro duale di un
tetraedro regolare & ancora un tetraedro regolare avente come spigolo un segmento che si verifica essere 1/3 dello s|
golo del tetraedro iniziale

I
| tetraedo duale = 5 O

asse

Moye

Uy

Figura 4.3 Tetraedro duale di un tetraedro regolare in assonometria cavaliera
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Sfera circoscritta e sfera inscritta al tetraedro regolare
Sel e lo spigolo del tetraedro regolare, allora la sfera circoscritta ha per*ragdicato conOA nella figura 4.4):

| 13 6

Per dimostrarlo si pud applicare il primo teorema di Euclide al triangolo rettadifto(si veda la figura 4.4).
Sapendo ch&D =1, cheDH = h e cheDE = 2R, si arriva alla conclusione:

2
2Rh=1

Sostituendo I'espressioneldirovata precedentemente, si ottiene:

La sfera inscritta deve essere tangente a tutte le facce del tetraedro regolare. Il punto di tangenza ¢ il baricentro dell
faccia. Il raggio della sfera inscritta & dato da:

r=h-r=D=Ro 8,
4 3 12

Si osserva che la sfera inscritta nel tetraedro di partenza diventa la sfera circoscritta al tetraedro duale.

D

Figura 4.4 Tetraedro regolare: sfera inscritta e sfera circoscritta nel piano verticale

Angolo diedro tra due facce aventi lo spigolo in comune nel tetraedro regolare
Nella figura 4.4, dal triangolo rettangdiBD si ricava che I'angolo diedréé tale che

6
QHQZ—B’FZE\Q e cos=10)
|ﬁ 3 3
da cui segue che I'angolo diedro misuia. 3
_ mo_ "
0= arCCOSEED_ 70°31 43 6.".

Simmetrie del tetraedro regolare

Considerato un vertice del tetraedro, facciamo passare per esso la retta perpendicolare alla faccia opposta. Tale-ret
diventa un asse di rotazione che da origine a due rotazioni, una di 120° e una di 240°. Un tetraedro regolare possiede
assi di rotazione di ordine 3. Si ottengono in tale modo 8 rotazioni di ordine 3. Tali rotazioni si dicono di ordine 3 per-
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ché applicate di seguito per tre volte riportano il tetraedro nella posizione iniziale.

D
BN
C
Figura 4.5. Asse di rotazione di Figura 4.6 Asse di rotazione di ordine 2
ordine 3 del tetraedro regolare. (asse di simmetria) del tetraedro regolare.

Il tetraedro regolare ha inoltre tre assi di simmetria, che sono le rette congiungenti i punti medi di due lati opposti. Tali
assi sono anche assi di rotazione di ordine 2 del tetraedro perché attorno ad ognuno di essi € possibile fare una rotazi
ne di 180° che applicata per 2 volte riporta il tetraedro nella posizione iniziale.

Il tetraedro ha 6 piani di simmetria che passano ciascuno per un’altezza e dividono il triangolo equilatero di base lunga
'asse di simmetria.

Gruppo delle isometrie del tetraedro regolare

Un tetraedro possiede quindi, in totale, 12 isometrie che lo riportano in sé: 4 rotazioni di 120°; 4 rotazioni di 240°; 3
rotazioni di 180° e l'identita.

Il gruppo delle isometrie del tetraedro € un sottogruppo del graapdutte le permutazioni (detgruppo simmetricp

di 4 oggetti (i verticiA, B, C, D, che & formato da 4! = 24 elementi. Il gruppo delle isometrie del tetraedro & isomorfo
al gruppo delle permutazioni di ordine pari di quattro oggetti, detto gralmo A . Una permutazione si dice di
ordine pari quando opera un numero pari di scambi tra gli elementi rispetto all’'ordine iniziale.

Ad esempio, riferendoci alla figura 4.6, si osserva che la simmetigpetto alla rettd/N scambiaA conB e C conD.
Possiamo indicare tale simmetria con il simbolo:

Uz(ABCD)_
BADC
In questa simmetria, rispetto all'ordine iniziale delle lettere dathRIaD, ci sono 2 inversioni perché, dopo la trasfor-
mazioneB e prima diA e D & prima diC. Dunque la simmetria considerata € pari.
Analogamente, ogni rotazione del tetraedro regolare attorno ad una retta passante per un vertice e perpendicolare al
faccia opposta, € pari.
Consideriamo infatti la rotazione gidi 120° attorno all'asse del tetraedro regolare disegnato nella figura 4.5. Possiamo
indicare tale rotazione con il simbolo:

p:<ABCD>_

ACDB

In essa il punt@\ € unito e, rispetto all’ordine iniziale delle lettere datoA@CD, ci sono due inversioni perché, dopo
la trasformazioneC e prima diB e D € prima diB. Dunque la rotazione considerata & pari. Si noti che I'ordine del
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gruppo delle isometrie 2S5 doveSé il numero degli spigoli. Questa conclusione rimarra valida in generale anche per

gli altri poliedri regolari. Seguendo Coxetesi ha la seguente:

Proposizione. Il gruppo delle rotazioni di un poliedro regolare ha ordine 2S, dove S €& il numero degli spigoli del
poliedro regolare.

Dimostrazione Abbiamo appena verificato che la proposizione € vera per il tetraedro regolare. Gli altri poliedri regola-
ri, a differenza del tetraedro regolare, hanno un centro di simmetria. Pertanto, ad eccezione del tetraedro regolare, i
centro di un poliedro regolare del tipp,{d}, con p numero dei lati di una facciagenumero delle facce concorrenti in

un vertice, pud essere congiunto rispettivamente con due vertici opposti, con i punti medi di due spigoli opposti o0 con i
centri di due facce opposte, per formare rispettivamente assi di rotazione digpdiinedine 2, e di ordinp.

Nel caso del tetraedro regolare € possibile congiungere i punti medi di due spigoli opposti, ottenendo assi di rotazione
di ordine 2, oppure si pud congiungere il centro di una faccia con il vertice opposto, ottenendo in questo caso assi di
rotazione di ordine 3.

Non ci possono essere altri assi di rotazione. In altre parole, le isometrie di un poliedro regolare consistono di rotazioni
di angoli di2k#/q, 7, 2ha/p, conk e h numeri naturali. Se si esclude I'identita, queste rotazioni possono gvete

valori perk, p — 1 valori peth. Ma i vertici, i punti medi di due spigoli opposti e i centri delle facce sono uniti a due a
due dagli assi di rotazione.

Quindi il numero totale delle rotazioni, esclusa l'identita, &

%[V(q—1)+S+ F(p—l)] :%(Vq—2+ Fp)O

Ricordando la relazione di Eulero:
V+F-S5=2,
e la relazione vista in precedenza:
qV=2S=pFk
si ottiene:
%(Vq— 2+Fp)=2S-10

Con l'identita si ottengono pertant® éotazioni del gruppo. C.V.D.

m 5. Il cubo (esaedro regolare)
eguiamo lo stesso metodo di rappresentazione visto per il tetraedro regolare. Si disegna un quadrato nel ribalta
mento del pian®xy e si esegue la pianta del cubo sul piano orizzontale trasformando il quaB2bmnel suo
omologo affineA’'B’C’'D’ con il metodo della omologia affine (I'asse di omologia & I'gsseé due punti corrispondenti
sonoUx e U').
Sull'assez si riporta poi un segmento di misura uguale al lato del cubo e si disegna il cubo in assonometria cavaliera
generica.

ol ¢ asse

D A

Figura 5.1 Disegno di un cubo in assonometria
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Raggio della sfera inscritta e raggio della sfera circoscritta al cubo
Sel & lo spigolo del cubo, allora il raggio della sfera inscritta al cubo &

r=

N~

e il raggio della sfera circoscritta & ovviamente la meta della diagonale del cubo:

R=I ﬁ O
2
Il poliedro duale di un cubo, ottenuto congiungendo opportunamente i centri delle sue facce, & un ottaedro regolare (chi
ha lo stesso gruppo di isometrie del cubo)l &éa misura dello spigolo del cubo, allora lo spigolo dell'ottaedro duale
misura:
| ottaedro duale = | — [
2

Si nota che la sfera inscritta nel cubo é la sfera circoscritta all’ottaedro regolare duale del cubo. L'angototrdiedro
due facce aventi uno spigolo in comune & ovviamente90° .

B\

7NN
N\4

N / asse
N \_T1/
/ y
U’y . /
X
U

Figura 5.211 cubo e il poliedro duale (ottaedro regolare) in assonometria

Piani di simmetria; assi di simmetria e centro di simmetria di un ctibo

Un cubo possiede 13 assi di rotazione di cui 9 sono assi di simmetria.

Attorno ai 3 assi di rotazione passanti per i centri delle facce opposte si possono fare delle rotazioni di 90°, di 180° e di
270°. Si ottengono pertanto 9 rotazioni di ordine 4.

Attorno alle 4 diagonali del cubo possiamo eseguire delle rotazioni di 120° e di 240° che riportano il cubo in se stesso.
Si ottengono pertanto 8 rotazioni di ordine 3.

Attorno alle 6 rette che congiungono i punti medi di due spigoli opposti si possono fare delle rotazioni di 180°. Si
ottengono pertanto 6 rotazioni di ordine 2 (che sono simmetrie assiali nello spazio).

Con l'identita si ottengono, in totale, le 24 isometrie del cubo.

Gruppo delle isometrie del cubo

Un cubo possiede quindi 24 isometrie che formano un gruppo. Il gruppo delle isometrie del cubo € lo stesso che si ritro-
va per l'ottaedro regolare duale. Si dimostra che il gruppo delle isometrie del cubo € isorganrfipalsimmetrico S

di ordine 4, formato dalle 24 = 4! permutazioni di 4 oggetti.
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m 6. L’ottaedro regolare

S eguiamo anche per I'ottaedro lo stesso metodo di rappresentazione visto per il tetraedro regolare, ma in questc
caso il piandOxy e stato scelto, per semplicita, come piano di simmetria dell'ottaedro. La sezione dell’'ottaedro
con il piano di simmetria & quindi un quadrato che viene disegnato inizialmente nel ribaltamento dekpi&idra-

sforma con I'omologia affine il quadra&BCD nel suo omologo affind'B'C’'D’ (I'asse di omologia € I'assee i due

punti corrispondenti sondx e U%). Sull'assez si riporta poi un segmento di misura uguale alla meta della diagonale

del quadrato sezione. Quest'ultimo segmento equivale all'altezza di una delle due piramidi simmetriche in cui rimane
suddiviso I'ottaedro dal pianOxy.

O/ Cc' asse

X A

Figura 6.1 Rappresentazione di un ottaedro regolare in assonometria

Sel € lo spigolo dell'ottaedro, il raggio della sfera circoscritta si puo determinare in modq femithé € la meta della
diagonale di un quadrato di ldto
R=__ =122
N2 o2
La determinazione del raggio della sfera inscritta richiede un ragionamento piu attento. La sfera deve essere tangent

alle facce nel loro baricentro. Il raggi@ pertanto 'altezza relativa all'ipotenusa del triangolo rettangbli! indicato
nella figura 6.2.

z
A
O/, asse
y
U, M H
X | Move
K
U,

Figura 6.2 Ottaedro regolare con una sezione per il calcolo dal raggio della sfera inscritta.
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Si ottiene pertanto che il raggio della sfera inscritta all’'ottaedro é:

I 1\2 o
W3 2V3 6
2

Angolo diedro tra due facce aventi lo spigolo in comune nell’'ottaedro regolare
Dal triangolo rettangol®MB, vedi la figura 6.3, si ricava che I'angolo diedré tale che

2 I
S'ng: %_ﬁ e Cosgzi_\/_s
2 V3 3 2 V3 3
3
R .Ja
Segue: sinezzﬁﬁzﬁ e  cosh=-+0
3 3 3 3
5 Ne segue che I'angolo diedro misura:
- 0 10_ 440 "
0= arccos5 30 108°2816,4...".
Piu rapidamente, per trovare I'angolo diedro, si poteva usare il
v teorema del coseno nel triang@BM della figura 6.3.
H Poliedro duale dell'ottaedro regolare
Il poliedro duale di un ottaedro regolare & un cubo avente i vertici
nei baricentri delle facce dell'ottaedro (vedi la figura 6.4). Quindi
lo spigolo del cubo duale misura:
A | cubodualezlglj
Figura 6.3 Angolo diedro tra due facce aventi uno
spigolo in comune dell’'ottaedro regolare.
V4
y asse
| . Yy
U'x ™ /4 !
N
X \ // Move
Uy

Figura 6.4 11 cubo € il poliedro duale dell'ottaedro regolare.
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Si nota che la sfera inscritta nell’'ottaedro regolare € la sfera circoscritta al cubo duale. | piani di simmetria, gli assi di
simmetria e il centro di simmetria di un ottaedro sono gli stessi del cubo duale. Gli assi di rotazione che passano per i
centro di due facce opposte nel cubo, diventano ora assi che passano per due vertici opposti dell'ottaedro regolare (as
di rotazione di ordine 4). Gli assi di rotazione (le diagonali) che passano per due vertici opposti nel cubo, diventano nel-
I'ottaedro duale gli assi che passano per i baricentri di due facce opposte (assi di rotazione di ordine 3). Gli assi di rota:
zione che passano per il centro di due lati opposti nel cubo, nell’ottaedro duale rimangono assi che passano per il centr
di due lati opposti (assi di rotazione di ordine 2).

Gruppo delle isometrie dell’ottaedro regolare

Il gruppo delle isometrie di un ottaedro regolare € pertanto lo stesso delle isometrie del cubo duale. Il gruppo delle iso-
metrie dell'ottaedro regolare & quindi isomorf@alppo simmetrico i ordine 4, formato dalle 24 = 4! permutazioni

di 4 oggetti.

m 7. Proprieta del pentagono regolare
e macro-costruzioni con Cabri-géomeétre

P rima di affrontare lo studio del dodecaedro e dell'icosaedro regolari occorre richiamare alcune proposizioni sul
pentagono regolare che verranno usate frequentemente nel seguito.

Useremo, in questo paragrafo, una macro-costruzio@abri-géometreper determinare laezione aur€adi un seg-

mento dato. Definiremo inoltre altre due macro-costruzioni per il pentagono regolare.

Data una circonferenza ed un punto su tale circonferenza, vogliamo definire una macro-costruzione che disegna il pen
tagono regolare inscritto nella circonferenza ed avente un vertice nel punto dato.

Per creare tale macro-costruzione occorre ricordare la costruzione con riga e compasso di un pentagono regolare.

Nel seguito verra spesso usato, per la costruzione del dodecaedro e dell'icosaedro, il seguente teorema, che ¢ alla ba
della costruzione del pentagono regolare:

Proposizione. Il lato del decagono regolare € la sezione aurea del raggio della circonferenza circoscritta.
Dimostrazione.

Per dimostrare questa proposizione si suppone di aver gia costruito un decagono regolare inscritto in una circonferenza
Tale decagono lo dividiamo, congiungendo con il centro, in 10 triangoli isosceli isometrici. Ciascun triangolo avra per
angolo al vertice la decima parte dell'angolo giro, cioé 36°. Quindi gli angoli alla base sono 2/10 dell’angolo giro.
Condotta la bisettrice di uno di questi angoli alla base, si ottengono due triangoli isosceli, uno dei quali € simile a quel-
lo di partenza. Pertanto il lato € la sezione aurea del raggio. C.V.D.

Ser ¢ la misura del raggio della circonferenza, allora la misura del lato del decagono regolare inscritto &:

Il rapporto tra il un segmento e la sua sezione aurea srapiperto aureoe di solito € indicato con il simbota I
matematico Luca Pacioli (circa 1445-1509) ha chiamato tale rapgmitea proporzionee, ispirato da Piero della
Francesca (circa 1415 - 1492), su di esso ha scritto un trattato daDeadovina proportiong1509), che riporta i
celebri disegni di Leonardo dei poliedri regolari e contiene anche la versione in volgaitetiet de quinque corpo-
ribus regularibus di Piero della Francesta
Si verifica subito che:

\5+1 oTo_

T= 2 = 2COSD€D~ 1,61803398.

Un rettangolo in cui I'altezza sia la sezione aurea della base si chiama “rettangolo aureo” e anticamente é stato conside
rato il piu “proporzionato” tra i rettangoli.
Un segmento di lunghezza unitaria € la sezione aurea di un segmenta@ lungo . Si ha quindi, in base alla definizione d
sezione aurea, la seguente proporzione:

T:1=1:(1-1)
e contemporaneamente:

1:1=1: 1 g
T

Il rapporto aureo gode quindi della seguente notevole proprieta:

1
1+—=r; *
“=n ()
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esso € pertanto la radice positiva della equazione quadratica:

X*-x-1=0.
La relazione (*) e rappresentata nella figura 7.1, dove l'altezza del rettangolo aureo € unitarisABrhesgar e |l
segmentdEB misura 14.

D = C Figura 7.1 1l rettangolo “aureo”: I'altezza e la sezione
aurea della base.

Determinato il lato del decagono regolare, si pud costruire il
lato del pentagono regolare inscritto in una circonferenza.
1 Nel seguito useremo spesso la seguente proposizione:
Proposizione. Il lato del pentagono regolare € I'ipotenusa

di un triangolo rettangolo avente per cateti il raggio della
circonferenza circoscritta al pentagono e la sua sezione aurea
(lato del decagono regolare inscritto nella circonfererfza)

Al

Figura 7.211 lato del pentagono € I'ipotenusa di un triangolo rettangolo con cateti il lato dell’'esagono regolare e il
lato del decagono regolare inscritti nella circonferenza.

Dimostrazione.
Si consideri (vedi la figura 7.2) la circonferenza di ragQ® ed in essa il lato del decagono regolare inscritto
AB = sezione aurea @A A
Si noti che I'angolcAOBé 1/10 di angolo giro e I'angoldABe 1/5 di angolo giro.
Si tracci la circonferenza di centfopassante ped, congruente alla prima circonferenza tracciata, e si prolunghi il lato
ABfino ad incontrare la seconda circonferenza nel pGnto A
Si nota subito ch®C ¢ il lato del pentagono regolare perché il suo I'angolo al c&%@ nella seconda circonferen-
za, & 1/5 di angolo giro.
Dal puntoC si mandi la tangente alla prima circonferenza ®slgunto di tangenza.
Per il teorema della retta tangen®Dj e della secanteC@) condotte dal punto ester@) possiamo scrivere:
AC:CD=CD:BC
Ma tenendo conto ch&B e la sezione aurea @A e cheOA = AC, segue:
AC : AB =AB: BC.
Pertanto:
AB = CD.
Quindi OC (lato del pentagono regolare) € I'ipotenusa di un triangolo rettangolo di©@&tétaggio della circonferen-
za circoscritta) €D (la sua sezione aurea). C.V.D.
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D

C

Figura 7.3l triangolo rettangolo formato dal lato del pentagono regolare, dal raggio e dalla sua sezione aurea (lato
del decagono regolare inscritto nella circonferenza).

Indicati con {il lato del pentagono regolare, casill lato del decagono regolare, car¥lIr il lato del’esagono regolare
inscritti nello stesso cerchio di raggiousando il teorema di Pitagora, si puo scrivere:

oppure: (15)* =12+ (o)’
('5)2 = ('6)2 + (I10)2 b
Pertanto sapendo che | J5-1
10 =T 5

si ha la misura del lato del pentagono regolare inscritto nella circonferenza dirraggio

r —
ISZE 10‘2\”5']
La figura 7.3 mostra la costruzione del pentagono regolare inscritto in una circonferenza.

Usando il secondo teorema di Euclide nel triangolo rettar@BIo, 'apotemaOH del pentagono regolare misura:
_r _r
as —Z(1+£)_ETD

Da quest'ultima formula segue che la meta del raggio del cerchio circoscritto al pentagono € la sezione aurea dell'apo-
tema.
Ne segue anche che il segme®, che chiameremo “altezz&"del pentagono, misura:

h=r+ag :r+%(1+«/§):%(5+v§)ﬂ

Una seconda costruzione del pentagono, che sara utilizzata nel seguito, parte dalla conoscenza del suo lato. Per cre:
tale macro-costruzione, c@abri-géometreoccorre ricordare la seguente:

Proposizione. In un pentagono regolare il lato & la sezione aurea della diagonale. Inoltre due diagonali (che parto-
no da vertici successivi) si tagliano a vicenda in due segmenti di cui uno ¢ il lato del pentagono e I'altro & la sezione
aurea del latd®

Dimostrazione Consideriamo il pentagono regolaB8CDEe il triangoloABD (vedi la figura 7.4) In tale triangolo gli

angoli alla base sono il doppio dell’angolo al vertice. L'angolo al vertice & un decimo dell’angolo giro. In questo trian-
golo isoscele la base & la sezione aurea del lato (che € la diagonale del pentagono).
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D Figura 7.4 1l lato del pentagono regolare & la sezione aurea
della diagonale.

Per dimostrarlo tracciamo anche la diagoms@che incontra
la diagonalBD nel puntoF. Osserviamo che i triangohiBF e
E C BCF sono anch’essi isosceli.

4 Dalla similitudine dei triangoli isosceABD e ABF, si puo
costruire la seguente proporzione (@bdiagonale € lato del
pentagono):

AD : AB = AB : BF,
790 d:l=1l:(d-1.
Quest'ultima proporzione afferma cheé la sezione aurea della
A B diagonaled. Ne segue inoltre chgF € la sezione aurea AB.
C.v.D.

Da questa proposizione e possibile dedurre una costruzione del pentagono regolare, a partire dalla misura del suo lat
Dato il lato, si costruisce la sua sezione aurea. Se si aggiunge la sezione aurea del lato al lato stesso, si ottiene la diac
nale del pentagono regolare. Trovata la diagonale, si puo facilmente costruire il pentagono regolare con riga e compas
so. Il procedimento descritto viene poi tradotto in mn#ro-costruziondi Cabri-Géometre

m 8. Il dodecaedro regolare

I | dodecaedro regolare ha dodici facce che sono pentagoni regolari. Considerate due faccé efpodieertici
rispettivamenté\, B, C, D, Ee Ay, By, Ci, Dy, E:, Si pud osservare che:

le due faccé e G sono pentagoni simmetrici rispetto al cerirdel dodecaedro regolare;

le due faccé e G appartengono pertanto a piani paralleli.

Consideriamo le cinque facée ,..., Fs che hanno uno spigolo comune dem le cinque facc€: ,..., Gs che hanno

uno spigolo comune coB. Le diagonali di: ,.. , Fs parallele a individuano un pentagono regola#B’'C’'D’'E’ la

cui proiezione (ortogonale) sul pianoFde I'immagine diF nell’lomotetia di centr&e rapporto di omotetia(rapporto

aureo), essendo il lato AiB'C’'D’E’ uguale alla diagonale del pentaggki®CDE (vedi la figura 8.1).

Parimenti le diagonali d&: ,..., Gs parallele aG individuano un pentagono regola#éB’C"D"E” simmetrico di

A'B’C’'D’E 'rispetto al centrésdel dodecaedro (vedi la figura 8.1).

Siar’ il raggio della circonferenza circoscritta ad una faccia del dodecaedro regRaiteraggio della circonferenza

circoscritta al pentagono regolafB8’'C’'D’'E’ (vedi la figura 8.1).

Dimostreremo nel seguito che
1. la distanza tra il piano contenente la faéemquello passante per il pentagono regofdBeC'D’'E’ € pari al raggio
r' della circonferenza circoscritta alla facEia
2. la distanza tra il piano contenente la fadeia quello contenente il pentagono regolatB”"C’D"E” & uguale al
raggioR’ della circonferenza circoscritta &IB”"C"D"E”
Da tali proposizioni si ricavera che la distanza del centro di simn&dtiéh dodecaedro regolare dal piano contenente
la facciaF e (r+R’)/2.

Per la rappresentazione del dodecaedro in assonometria costruiamo pertanto:

« la facciaF appoggiata sul piano orizzontale (piaDry);

 un pentagono omotetico a questo rispetto al centro e tale che il lato del primo sia la sezione aurea del secondo, ossia
lato del secondo ¢ la diagonale del primo;

« le loro immagini assonometriche;

« sulle parallele all’'asseper i vertici di questo pentagono troviamo i punti a distahza

« troviamo il puntaSdistante(r’ + R’)/2 dal piano diF e sulla parallela per il centro Hiall'assez

« costruiamo i simmetrici dei pentagoni rispettoSad

8.1. Proiezioni ortogonali del dodecaedro regolare

Nella rappresentazione del dodecaedro regolare seguiamo lo stesso metodo visto precedentemente. Nel ribaltamento ¢
piano orizzontale si disegna un pentagono regolare di lato uguale allo spigolo del dodecaedro e un secondo pentagor
con lo stesso centro e con lato uguale alla diagonale del primo.

Si determinano le immagini di questi due pentagoni con la omologia affine dy assella quale si corrispondono i

due puntiUx e U’x . Sull'assez si riporta un segmento di misura uguale al raggio della circonferenza circoscritta ad una
faccia del dodecaedro.
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Figura 8.1 Proiezione ortogonale del dodecaedro
regolare sul piano orizzontale.

| due pentagonABCDE e A'B’'C’'D’E’ sono dunque
omotetici (vedi la figura 8.1), con rapporto di omotetia
aureo, essendo il lato del primo pentagono la sezione
aurea del lato del secondo pentagono.

Nelle seguenti figure sono riportate le proiezioni orto-
gonali del dodecaedro regolare ottenute proiettando il
solido rispettivamente in un piano parallelo ad un suo
piano di simmetria e in un piano perpendicolare ad un
suo piano di simmetria.

Figura 8.2

Proiezione ortogonale del
dodecaedro regolare sul
piano verticale.

Figura 8.3.

Proiezione ortogonale del
dodecaedro regolare sul
piano laterale.
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Per disegnare il dodecaedro in assonometria occorre trovare di quanto iAeRBIciC’, D', E' devono essere alzati
rispetto al piano orizzontale. L'altezza dei puiitiB’, C’, D', E’, rispetto al piano orizzontale contenente una faccia, &
data dal cateto di un triangolo rettangolo in cui I'ipotenusa € il segmento di asse di simmetria del pentagono e un catett
e dato dalla proiezione di tale segmento sul piano orizzdfitale.

Proposizione. Nel dodecaedro regolare I'altezza dei vertici A, B', C’, D’, E’rispetto al piano orizzontale contenen-

te una faccia ABCDE, €& uguale al raggio r’ della circonferenza circoscritta a tale faccia ABCDE.

Dimostrazione Per dimostrare questa proposizione riprendiamo in considerazione il dodecaedro regolare proiettato sul
piano laterale, ovvero su un piano parallelo ad un piano di simmetria del dodecaedro stesso. Per ottenere un piano ¢
simmetria del dodecaedro regolare occorre far passare una piano per due spigoli opposti, adh@serApds della

figura 8.4.

C1 B, A
D B" A"
A B' C'
O| K C
E D'
D
AR A
C
B C'
=3

Figura 8.4 Dodecaedro regolare proiettato sul piano laterale.

Consideriamo (vedi la figura 8.4) i triangoli rettangohA’ e KBD” . Essi sono simili e dimostriamo che sono “triango-
li rettangoli aurei” ed in rapporto aureo tra loro.
Si osservi chdA'’ € lo spigolo del dodecaedrdB®” € la diagonale del pentagono regolare avente per lato lo spigolo
del dodecaedro. Inolti®A = R’- r'. Mar’ & la sezione aurea Bi, per costruzione; ne segue ¢DA¢é la sezione aurea
dir.
Quindi il triangolo rettangol®AA’ ha come ipotenusa lo spigolo del dodecaedro (lato del pentagono) e come cateto
minore la sezione aurea del raggio della circonferenza circoscritta al pentagono. Ne segue chénl;aligzetio al
piano orizzontale dei vertiéi’, B’, C’, A, E' , deve essere isometrica al raggio della circonferenza circoscritta al penta-
gono. Il triangoldDAA’ & pertanto un “triangolo rettangolo aureo”.
Poiché il triangolo rettangolldBD” & simile al triangol®AA’, e
BD"= d = diagonale del pentagono regolare,
segue che anche il triangdd®D” & un “triangolo rettangolo aureo”.
Quindi
OA': AA=KD": BD",
OVVero:
r:l=h:d.
Ne segue che il raggio della circonferenza circoscritta alla fac&ABCDE, € la sezione aurea del segmeKi®’ .
Poichéh’ & la lunghezza del segmetd” , si ottiene:
r'=sezione aurea di h'.
Pertanto
h'=R’,
dove R’ = raggio della circonferenza circoscritta al pentagono grande (avente per lato la diagonale di una faccia del
dodecaedro regolare). C.V.D.
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Si consideri un vertice del dodecaedro regolare. In tale vertice concorrono tre spigoli e tre facce. In ognuna delle tre
facce concorrenti in uno stesso vertice disegniamo le diagonali concorrenti nel vertice. Se congiungiamo opportuna-
mente 12 diagonali, una per ciascuna faccia del dodecaedro regolare, otteniamo un cubo. Tale cubo & inscritto nelli
sfera circoscritta al dodecaedro regolare.
Proposizione. Scelto un vertice della faccia di base del dodecaedro e una diagonale passante per questo vertice,
tracciata una diagonale per ogni faccia del dodecaedro regolare, con le diagonali concorrenti a tre a tre in modo
opportuno, queste diagonali formano un cubo.
Dimostrazione Consideriamo due facdee G del dodecaedro aventi uno spigolo comliede due diagonakPQ, RM
di tali facce parallele ald(vedere la figura 8.5).
Dal momento che i pun®, Q, R, Msono complanari e appartengono alla sfera circoscritta al dodecaedro, allora essi
appartengono ad una stessa circonferenza.
Il quadrilatero equilater®QRMappartiene dunque ad un piano ed € inscritto in una circonferenza. RQIRMé un
quadrato.
Tutte le facce sono quadrati e se ne consideriamo tre concorrenti in un punto, lo spigolo comune a due facce risulta per
pendicolare a due rette nello stesso piano. Pertanto il poliedro € un cubo. C.V.D.
Ricordiamo che il procedimento indicato nella preceden-
te proposizione e stato usato da Euéliger determina-
re il lato del dodecaedro regolare inscritto in una sfera
come sezione aurea del lato del cubo inscritto nella stes-
sa sfera.
Dalla precedente dimostrazione segue che il centro di
simmetria del dodecaedro regolare (centro della sfera
circoscritta) si trova ad un’altezza, rispetto al piano oriz-
R zontale contenente una faccia, che & ugualer’ad (
R)/2. Pertanto dalla precedente dimostrazione abbiamo
anche dedotto il seguente risultato:
Proposizione. Il centro di simmetria del dodecaedro
si trova ad un’altezza, rispetto al piano di base che con-

/ Q tiene una faccia del dodecaedro, pari all'apotema del
X pentagono regolare avente per lato la diagonale di una
faccia.
Sulla base di quest’ultimo risultato, si puo procedere con
la figura in assonometria e disegnare i pdtiB’, C’,
U, Move D', E' ed il centro di simmetria del dodecae@@erché

ora conosciamo la loro altezza rispetto al piano di base.

4

Figura 8.5 Cubo di lato la diagonale di una faccia del
dodecaedro regolare.

Simmetrizzando i vertici di bask, B, C, D, Ee i punti

A, B, C', D, E’rispetto al centro di simmetri& del

dodecaedro, si trovano infine tutti i vertici del dodecae-

dro.

B' Si noti che la figura, realizzata in assonometria, puo esse-
F ' re fatta ruotare, al variare del punto indicato ddove

D! /A (vedi figura 8.6) sulla circonferenza circoscritta al penta-

gono di lato la diagonale di una faccia.

O
<

Mowve
U, Figura 8.6 Il dodecaedro regolare in assonometria in

“fase di costruzione”.
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8.2. Rappresentazione in assonometria del dodecaedro regolare

V4

U Moyve

X

Figura 8.7 Dodecaedro regolare in assonometria cavaliera

Raggio della sfera circoscritta e della sfera inscritta

Dalla Proposizione n. 16 del Libro Xl dedllementidi Euclide, sappiamo che il lato del dodecaedro € la sezione
aurea della diagonale di una faccia (pentagono regolare). Tale diagonale, dimostra Euclide, € il lato del cubo inscritto
nella stessa sfera dove é inscritto il dodecaedro.

Riguardo alla misura del lat&)(del cubo inscritto nella sfera di ragd®possiamo dunque scrivere:

2R=1¢+/30
Ne segue che lo spigolo del cubo é dato da:
IG =— O

Poiché lo spigolo del dodecaedro regolse & la sezione aurea dello spigolo del cubo, si ha:

| = ¥5-1_2R~5-1_+5-1
o2 V32 \3

Chiamato nuovamentdo spigolo del dodecaedro regolare, ricavando da quest’ultima formula il raggio della sfera cir-
coscritta, si ha:

O

R:§(1+\,@)D

Il raggio della sfera inscritta € pari alla distanz& dalle facce, ovvero si ha:

r= O
2
Da quanto si € detto precedentemente nella costruzione del dodecaedro regolare “con riga e compasso”, segue che:
2r=r +R,

dover’ e il raggio della circonferenza circoscritta ad una faccia del dodeca&leoileraggio della circonferenza cir-
coscritta al pentagono regolare di lato la diagonale di una faccia.
Da quanto é stato dimostrato in precedenza relativamente al pentagono regolare, si ha:
or = 2l . 2d _ = 2 (1 +d),
J10-2V5 10-2y5 10-25

ovvero, ricordando chieg la sezione aurea di
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g O
or=— 2 A+ 350,
J10-2y5 2
Semplificando, si ottiene:
or = 3+45 —|\/7+3V€
\/ 10- 2@% 5- \/g
Pertanto si ha che il raggio della sfera inscritta misura:
_ | |25+115
2V 10

dovel é la misura dello spigolo del dodecaedro regolare.

Poliedro duale del dodecaedro regolare

Il poliedro duale del dodecaedro regolare ha per vertici i baricentri delle facce. Congiungendo opportunamente tali
punti si ottiene un icosaedro regolare. La sfera inscritta nel dodecaedro regolare diventa pertanto la sfera circoscritt:
all'icosaedro regolare duale (vedi la figura 8.8).

U
X Move

Figura 8.8 Disegno del dodecaedro regolare e del suo duale (icosaedro regolare).

Angolo diedro tra due facce aventi uno spigolo in comune nel dodecaedro regolare
Nella figura 8.9 consideriamo il triangolo isosc&lEM. EssenddM il punto medio di uno spigolo del dodecaedro,
segue ché&M e CM sono le “altezze” di un pentagono regolare e quindi:

V5+1_ ,5+45

AM=CM =h=r"+ag=r"+r *
p=rer OHL 518 )

dover’ é il raggio della circonferenza circoscritta al pentagono di latbasé I'apotema del pentagono.
Dalla formula che esprime il raggio della circonferenza circoscritta in funzione del lato del pentagono regolare inscrit-

to: R
| =—+/10- 25,
2
Si ricava:
r'= 2—||:|

\10- 25

Sostituendo tale espressiong’dnella relazione (*) precedente, dopo alcuni calcoli, si ricava:
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—

h :IEM’5+2\5’§ 0

Figura 8.9 Angolo diedro tra due facce aventi uno spigolo
in comune del dodecaedro regolare.

Il segmentcAC ¢ la diagonalal’ del pentagono regolare
ABCDEavente a sua volta per lato la diagonale di una fac-
cia del dodecaedro regolare. Poiché lo spigolo del dodecae-
dro (lato del pentagono) € la sezione aurea della diagonale
d, ed é a sua volta la sezione aure@@j ne segue che:

_5+1 . AB+1_ Oys+1d |
d=1""7= e AC=d=d* =i H_E(3+£)D

Applicando il teorema del coseno al triangolo isos€l si ottiene:
(d)? =h? +h? - 2h?cosd = 2h*(1- co®)
da cui, sostituendo i valori die did’, segue:

cosf= -2
5
L'angolo diedro cercato misura pertanto:

6= arccosD\“%D—116° 3354 2."0
Hs H '

Piani di simmetria, assi di simmetria e centro di simmetria di un dodecaedro.

Un dodecaedro regolare, oltre ad un centro di simmetria, ha:

15 assi di rotazione di ordine 2, passanti per i punti medi di due spigoli opposti; questi assi, perpendicolari ai piani di
simmetria, originano quindi 15 rotazioni di 180° che portano in sé il dodecaedro;

10 assi di rotazione di ordine 3, perpendicolari alle sezioni esagonali regolari; questi originano ciascuno 2 rotazioni,
una di 120° e una di 240°. In tutto si ottengono 20 rotazioni di ordine 3;

6 assi di rotazione di ordine 5, perpendicolari a sezioni a forma di docagono regolare; ognuno di tali assi da origine a
delle rotazioni di 72°, di 144°, di 216° e di 288°. In tutto si formano 24 rotazioni di ordine 5.

Figura 8.10 Asse di rotazione (di ordine 2) del dodecaedro
regolare.
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Figura 8.11Asse di rotazione (di ordine 3) Figura 8.12 Asse di rotazione (di ordine 5)
del dodecaedro regolare. del dodecaedro regolare.

Il dodecaedro regolare possiede inoltre 15 piani di simmetria che passano per due lati opposti e per il punto medio ac
altri due lati.

Gruppo delle isometrie di un dodecaedro regolare

Se alle rotazioni viste in precedenza, che sono 59, si aggiunge l'identita, si ottengono in definitiva 60 isometrie.
Analogamente a quanto si € osservato per gli altri poliedri regolari, si nota anche in questo caso che il gruppo delle iso-
metrie ha per ordine il doppio del numero degli spigoli.

Si pud anche dimostrare che il gruppo delle isometrie di un dodecaedro regolare € isoguuppalalterno Adi

ordine 5, formato da tutte le permutazioni di ordizei di 5 elementiAs & un sottogruppo del gruppo simmetrigo

formato da tutte le permutazioni di 5 elementi.

m 9. L’icosaedro regolare

'icosaedro regolare ha venti facce che sono triangoli equilateri. Considerati due vertici opposti dell'icesaedro,
V', si osserva che:
1) Ve V' sono vertici di due piramidi pentagonali regolsABCDEVe A'B'C'D’E’V’ , simmetriche rispetto al centro
dell'icosaedro;
2) le due piramidi pentagonali hanno pertanto le basi che giacciono su piani paralleli.
Per la rappresentazione dell'icosaedro in assonometria si pud dunque procedere nel seguente modo:
« Si disegna inizialmente un pentagono regoksBE€DE, di lato lo spigolo dell'icosaedro, e si esegue la pianta di una
delle piramidi pentagonali sul piano orizzontale.
« Si trasforma il pentagono regola8CDEnella sua immagine affi®B’C’'D’E’ con il metodo della omologia affine.
* Sull’assez si riporta poi un segmento di misura uguale all’altezza di una delle piramidi pentagonali ('altézaea
tale piramide, vedremo nel seguito, € la sezione aurea del raggio della circonferenza circoscritta al pentagono regolar:
di lato lo spigolo dell'icosaedro), verso il basso.
« Verso l'alto, sull'asse, si riporta un segmento lungo quanto la distanza tra i due piani paralleli dove giacciono le basi
delle piramidi (tale distanza & uguale al raggidella circonferenza circoscritta al pentagono regolare avente per lato lo
spigolo dell’icosaedro).
» Una volta determinato il centro di simmetria dell'icosaedro, operando per simmetria si determinano gli altri vertici,
ottenendo infine la rappresentazione in assonometria cavaliera dell'icosaedro regolare.

9.1. Proiezioni ortogonali dell’icosaedro

Si consideri un icosaedro e due suoi vertici opposti. Si consideri la retta passante per tali vertici come asse dell'icosae
dro. Tali punti opposti sono vertici di due piramidi pentagonali e regolari, simmetriche rispetto al centro della sfera:cCir-
coscritta. Le piramidi hanno come spigolo di base e come spigolo laterale il lato dell'icosaedro regolare.

Le basi di tali piramidi, essendo simmetriche rispetto al centro dell'icosaedro, giacciono su due piani paralleli e le
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proiezioni di tali basi nel piano orizzontale sono due pentagoni regolari simmetrici rispetto al centro della circonferenza
circoscritta (si veda la proiezione ortogonale dell'icosaedro sul piano orizzontale nella figura 9.1).

Per costruire dunque l'icosaedro regolare, a partire dal
suo spigolo, occorre disegnare un pentagono regolare
avente per lato lo spigolo e risalire, con una costruzio-
ne con riga e compasso, alla misura della distanza tra i
due piani paralleli dove giacciono le basi di due pira-
midi simmetriche rispetto al centro di simmetria dell’i-
cosaedro.

Una stessa costruzione con riga e compasso permette
di dimostrare che l'altezza di una delle piramidi a base
pentagonale € la sezione aurea dello spigolo dell’ico-
saedr® regolare. Sappiamo infatti che se un triangolo
rettangolo ha l'ipotenusa uguale al lato del pentagono
regolare e il cateto maggiore uguale al raggio della cir-
conferenza circoscritta al pentagono, allora il cateto
minore € la sezione aurea del raggio, ovvero ¢ il lato
del decagono regolare inscritto nella stessa circonfe-

renza.
Figura 9.1 Proiezione ortogonale dell’icosaedro regolare
sul piano orizzontale

VA
y Nl
U X
X
Move
UX

Figura 9.2 Altezza della piramide pentagonale Figura 9.3 Proiezione ortogonale dell'icosaedro

dell'icosaedro regolare. regolare sul piano verticale.
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Figura 9.4 Proiezione ortogonale dell'icosaedro regolare sul piano laterale.

9.2. Costruzione dell’icosaedro regolare in assonometria

Seguiamo lo stesso metodo di rappresentazione visto per i poliedri regolari precedenti. Si disegna inizialmente un pen
tagono regolare e si esegue la pianta di una delle piramidi pentagonali sul piano orizzontale.

Si trasforma il pentagono regolad®CDEnella sua immagine affin®’B’C’'D’'E’ tramite un’omologia affine (I'asse di
omologia é I'assg e i due punti corrispondenti sokh e U’x). Sull’assez si riporta poi un segmento di misura uguale
all'altezza di una delle piramidi pentagondliH sezione aurea del raggio della circonferenza circoscritta al pentagono
regolare di lato lo spigolo dell'icosaedro), verso il basso per comodita di disegno.

Verso I'alto, sull'asse, si riporta un segmento lungo quanto la distanza tra i due piani paralleli (tale distanza € uguale
al raggior’ della circonferenza circoscritta al pentagono regolare avente per lato lo spigolo dell’icosaedro).

Una volta determinato il centro di simmetria dell'icosaedro, operando tramite delle simmetrie rispetto al centro dell’i-
cosaedro si determinano gli altri vertici, ottenendo la rappresentazione in assonometria del solido.

9.3. Costruzione per determinare la distan-
za tra i due piani paralleli al piano orizzon-
tale nell’icosaedro regolare

La distanza tra i due piani & ugualeraavvero il raggio
della circonferenza circoscritta al pentagono regolar
base della piramide.

Questo lo si puo osservare dalla figura 9.5, dove é stq
messo in evidenza il triangolo rettangolo formatdsda .
lo edr’, ovvero dal lato del pentagono regolare (ipoteny U’
sa, coincidente con il lato dell'icosaedro), dalla sezion
aurea del raggitw (lato del decagono regolare inscrittg
nella circonferenza circoscritta al pentagono regolare
lato lo spigolo dell'icosaedro) e dal ragglaella circon-
ferenza circoscritta al pentagono regolare avente per |
lo spigolo dell’icosaedro.

ove

Figura 9.5 Triangolo rettangolo AHC per determinare
I'altezza della zona intermedia dell’icosaedro.
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9.4 Disegno in assonometria cavaliera dell’icosaedro regolare

z

Move

Uy

Figura 9.6 Disegno dell'icosaedro regolare in assonometria.

Raggio della sfera circoscritta e della sfera inscritta ad un icosaedro regolare

Si esamini il triangolo rettangoMAV della Figura 9.7, dov®V=2 R, KA=r1", AV =] eKV’' = .

Ser’ & il raggio della circonferenza circoscritta al pentagono base delle piramidi pentagtnaliaesezione aurea di

r' (lato del decagono regolare inscritto nella circonferenza), allora il diametro della sfera circoscritta all'icosaedro rego-
lare, in base alla costruzione fatta in precedenza, € dato da:

2R=r+ 2l
Si ricava pertanto:
R=r+2r 57 1 5
2
Vl
K

T

Figura 9.7 Proiezione ortogonale dell’icosaedro regolare sul piano laterale
e raggio della sfera circoscritta all'icosaedro.
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Ne segue che:

e inoltre:

jo=r Y571 2R\5-1_ R@—é@ﬂ
2 NI v5

Se indichiamo cohlo spigolo dell'icosaedro, si ottiene che

. 2 10-245
12=(r)? + () = RZT,

da cui si ricava il raggio della sfera circoscritta all'icosaedro regolare:

R= IZ«/10 +2J50

Ser ¢ il raggio della sfera inscritta nell'icosaedrtn spigolo dell'icosaedro e I'apotema di una faccia dell'icosae-
dro (triangolo equilatero di base del tetraedro indicato nella figura 9.8) si ottiene, usando il teorema di Pitagora nel
triangolo rettangol®SG

Move

Uy

Figura 9.8 L'icosaedro e formato da 20 tetraedri (non regolari) aventi per spigolo laterale il raggio della
sfera circoscritta e per altezza il raggio della sfera inscritta all'icosaedro.

Ne segue dunque:
|2 |2 2

r2 = RZ—E_E(10+2£)—%,

OVVero:

=3 (34 5]
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Figura 9.9 Angolo diedro tra due facce aventi
uno spigolo in comune del dodecaedro regolare.

Angolo diedro tra due facce aventi lo spigolo in

comune nell'icosaedro regolare

Nella figura 9.9 consideriamo il triangolo isoscele
ACM. Essendd il punto medio di uno spigolo, segue

cheAM e CM sono isometriche all’altezza di un trian-
golo equilatero e quindi:

m:C_M:h:I%D

Il segmentcAC ¢ la diagonale del pentagono di base di
una piramide regolare retta. Poiché lo spigolo dell'ico-
saedro (lato del pentagono) € la sezione aurea della
diagonale, ne segue che:

O

|:o|[57"1 e d:I£2+1

Applicando il teorema del coseno al triangolo isosA€IM si ottiene:

d? =h? +h? - 2h? cos@ = 2h*(1- cosh),

/5

cosf=-—10
3

da cui sostituendo i valori thie did segue:

L'angolo diedro cercato misura pertanto:
6 = arcco - ﬁm-lS? 11 22 8."0
*H 3 H ¥

Piani di simmetria, assi di simmetria e centro di simmetria di un icosaedro regolare.

Si ripete quanto é stato visto per il solido duale, il dodecaedro regolare.

Un icosaedro regolare ha un centro di simmetria.

Consideriamo due vertici opposti e la retta che li congiunge. Questo € un asse di rotazione di ordine 5. Poiché i vertic
sono 12, si hanno 6 assi di questo tipo, che originano 24 rotazioni di ordine 5, rispettivamente di 72°, di 144°, di 216° e
di 288°. Consideriamo poi due facce opposte e la retta passante per i baricentri di due facce opposte. Questo & un as
di rotazione di ordine 3. Attorno a questo asse si possono fare rotazioni di 120° e di 240°. Poiché le facce sono 20, otte
niamo 10 assi di questo tipo, che originano 20 rotazioni di ordine 3. Consideriamo due spigoli opposti e la retta passan
te per i loro punti medi. Questo € un asse di simmetria ed anche un asse di rotazione di ordine 2. Attorno a questo as!
si puo fare una rotazione di 180°. Poiché gli spigoli sono 30, otteniamo 15 assi di questo tipo, che originano 15 rotazio-
ni di ordine 2.

N Figura 9.10Asse di rotazione (di ordine 2) di un
icosaedro regolare.
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Vl
Gl
\Y
Figura 9.11Asse di rotazione (di ordine 3) Figura 9.12 Asse di rotazione (di ordine 5)
di un icosaedro regolare. di un icosaedro regolare.

| piani di simmetria dell'icosaedro sono in tutto 15 e sono passanti per il centro e perpendicolari ai quindici assi di sim-
metria.
Se alle precedenti rotazioni aggiungiamo l'identita, otteniamo 1+24+15+20 = 60 isometrie.

Gruppo delle isometrie di un icosaedro regolare.

Un icosaedro regolare ha lo stesso gruppo delle isometrie del suo poliedro duale, il dodecaedro regolare.

Il gruppo delle isometrie di un icosaedro regolare & isomorfpugdpo alterno Adi ordine 5, formato da tutte le per-
mutazioni di ordingari di 5 elementi. E’ composto quindi da 60 isometrie.

Poliedro duale dell'icosaedro regolare

Il poliedro duale di un icosaedro & un dodecaedro regolare avente i vertici nei baricentri delle facce dell'icosaedro. Per
il disegno del poliedro duale (dodecaedro regolare) € stata usata la macro-costriabregtometreger la determi-

nazione del baricentro di un triangolo combinata con la costruzione del punto simmetrico rispetto al centro della sfera
circoscritta.

Move

Uy

Figura 9.13Disegno dell'icosaedro regolare e del suo poliedro duale (dodecaedro).
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9.5 L’icosaedro nell’ottaedro; il tetraedro nel dodecaedro,....: modi diversi di inscrivere un
poliedro regolare in un altro poliedro regolare.

Figura 9.14 Tetraedro regolare inscritto in un cubo

| poliedri si possono inscrivere gli uni negli altri in vari modi.
Questa proprieta & una conseguenza della struttura dei gruppi
di isometrie dei poliedri regolari, che possiedono diversi sotto-
gruppi.

Abbiamo visto in precedenza che i poliedri possono essere
inscritti gli uni negli altri con un legame di dualita tra loro (i
vertici stanno nel centro delle facce dei poliedri duali). In que-
— sto caso gli assi di rotazione diventano gli stessi e identici
diventano anche i gruppi delle isometrie.

Si pud anche richiedere, ad esempio, che i vertici di un polie-
dro coincidano con alcuni vertici del precedente poliedro. In
guesto modo si possono ottenere le seguenti figure:

* tetraedro regolare inscritto nel cubo (vedi la figura 9.14);

Figura 9.15Tetraedro regolare inscritto in un cubo,
a sua volta inscritto nel dodecaedro regolare.

* cubo inscritto nel dodecaedro regolare (vedi la figura 9.15);
« tetraedro regolare inscritto nel dodecaedro regolare (vedi la
figura 9.15).

Figura 9.16 Disegno di un ottaedro regolare
nel tetraedro regolare.

Si pud anche chiedere che i vertici del poliedro inscritto appar-
tengano agli spigoli di un altro poliedro regolare. In questo
caso si possono ottenere le seguenti figure:

* ottaedro regolare “inscritto” nel tetraedro regolare (vedi la
figura 9.16);




\ ./

Figura 9.19Tre rettangoli aurei, tra loro

perpendicolari.
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Figura 9.17Icosaedro regolare nell'ottaedro regolare.

* icosaedro regolare “inscritto” nell’ottaedro regolare (vedi la
figura 9.17).

Quest'ultimo & un caso molto interessante perché si osserva
che i vertici dell'icosaedro dividono gli spigoli dell'ottaedro in
“media ed estrema ragione”, ovvero in due parti di cui una € la
sezione aurea del lato dell'ottaedro regolare.

Inoltre, due spigoli opposti dell’icosaedro, ad esembin e

BC nella figura 9.18, formano un rettangolo aureo poiché cia-
scuno di essi € la sezione aurea dell'altro lato, che a sua volta
coincide con la diagonale del pentagono di base di una delle
piramidi che si formano nell'icosaedro regolare.

Figura 9.18ll rettangolo ABCD ¢é un rettangolo aureo.

Ne consegue che & possibile evidenziare, seguendo Coxeter
[6], una terna di rettangoli aurei, tra loro perpendicolari, all'in-
terno di un icosaedro regolare. Si noti che i vertici di questa
figura sono 12 (vedi figura 9.19), che & proprio il numero dei
vertici dell'icosaedro.

N\

Figura 9.20Tre rettangoli aurei, tra loro
perpendicolari, nell'icosaedro regolare
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m 10. Rilettura, con Cabri-géometre, delle proposizioni finali degli
Elementi di Euclide

li Elementidi Euclide si concludono con alcune mirabili proposizioni, nelle quali si insegna a costruire con riga
e compasso i lati dei poliedri regolari iscritti in una sfera, che sintetizzano tutto il percorso fatto sui poliedri
regolari nel Libro XIII.
Dal Libro XllI degli Elementidi Euclide, nella traduzione di Lamberto Maccioni e a cura di Attilio Frajese, riportiamo
gli enunciati delle ultime sei proposizioni:

Proposizione 13.Costruire un tetraedro regolare in modo che risulti inscritto in una sfera di diametro dato, e dimo-
strare che il quadrato del diametro della sfera & una volta e mezzo il quadrato di uno spigolo del tetraedro.

Proposizione 14 Costruire un ottaedro regolare e iscriverlo in una sfera di diametro dato e dimostrare che il quadrato
del diametro della sfera € il doppio di quello dello spigolo dell'ottaedro.

Proposizione 15Costruire un cubo iscrivendolo in una sfera di diametro dato e dimostrare che il quadrato del diame-
tro della sfera € il triplo del quadrato dello spigolo del cubo.

Proposizione 16.Costruire un icosaedro regolare iscrivendolo in una sfera di diametro dato e dimostrare che il lato
dell'icosaedro ¢ la retta irrazionale che si chiama minore [rispetto al diametro assunto come retta razionale].

Proposizione 17 Costruire un dodecaedro regolare iscrivendolo in una sfera di diametro dato e dimostrare che lo spi-
golo del dodecaedro é la retta irrazionale che si chiama apotome [rispetto al diametro].

Gli Elementidi Euclide si concludono con la proposizione seguente:

Proposizione 18Trovare gli spigoli delle cinque figure [i poliedri regolari] e paragonarli tra loro.
In tale proposizione si trovano i rapporti esistenti tra i lati dei poliedri regolari inscritti nella stessa sfera d.r&ggio
dimostra inoltre che possono esistere solo cinque tipi di poliedri regolari.

La dimostrazione della Proposizione n. 18 del Libro XIII déddéimentié svolta da Euclide con l'aiuto di una figura
simile alla seguente figura 10.1 eseguita Cabri-géometreTale figura verra nel seguito scomposta nelle sue parti per
meglio comprendere il procedimento costruttivo di Euclide.

Figura 10.1 Sfera circoscritta e costruzione dei lati dei
G poliedri regolari inscritti (da Euclide, Gli Elementi, Libro
XIIl, Proposizione 18, pag. 1039).

Riassumiamo quanto abbiamo ricavato in precedenza
riguardo al raggio della sfera circoscritta ai poliedri regola-
ri.

Indichiamo rispettivamente cdn, ls, Is , |20 edl:2 gli spi-

goli del tetraedro, dell'esaedro (cubo), dell'ottaedro, dell’i-
cosaedro e del dodecaedro regolari.

Lato del tetraedro regolare in funzione del raggio della
sfera circoscritta (figura 10.2)

K C DL Abbiamo visto che il raggio della sfera circoscritta al
tetraedro regolare é :

R:|_4 §:|4ED
2\2 4

l, :ZR\/

Quindi si ottiene:

RENY
1]
wI|N
py)
B
O
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Assegnato un segmenf® come diametro della sfera, vedi la figura 10.2, si consideri il purtitde cheAL = 2 LB.
Condotta la perpendicolare al diame#B perL, siaM il punto di intersezione con la semicirconferenza. Il segmento
AM ¢ il lato del tetraedro regolare.

Applicando infatti il primo teorema di Euclide al triangolo rettang®BM, si ottiene:

_2__ _—

AM BLAL,

ovvero:

— 4R 2
AM = 2R— =ZRJ/6=1,0
V'3 3 4
Euclide, nella dimostrazione della Proposizione 18 del Libro XlII, esprime questo risultato nel seguente modo: “il qua-

drato del diametro della sfera & una volta e mezzo il quadrato dello spigolo del tetraedro regolare in essa inscritto”.

Lato del cubo (esaedro regolare) in funzione del raggio
della sfera circoscritta (figura 10.2)

Abbiamo dimostrato che il raggio della sfera circoscritta al
cubo é:

Si ottiene pertanto:

o =220

Assegnato un segmen#dB come diametro della sfera, vedi

la figura 10.2, si consideri il punto tale cheAL = 2 LB.
Condotta la perpendicolare al diame&B perlL, siaM il
punto di intersezione con la semicirconferenza. Il segmento
BM ¢ il lato del cubo inscritto nella sfera.

Figura 10.2Costruzione del lato del tetraedro regolare,
del lato del cubo e del lato dell’'ottaedro regolare inscritti
in una sfera.

Applicando infatti il primo teorema di Euclide al triangolo rettang®BM, si ottiene:

ovvero: ﬁ 5
BM = sz?:gRﬁzlem

Euclide, nella dimostrazione della Proposizione 13 del Libro XIlII, esprime questo risultato affermando che “il quadrato
del diametro della sfera € il triplo del quadrato dello spigolo del cubo in essa inscritto”.

Lato dell'ottaedro regolare in funzione del raggio della sfera circoscritta
In precedenza abbiamo dimostrato che il raggio della sfera circoscritta all’'ottaedro regolare e:

R V2

lg

o

(vedi la figura 10.2). Si ottiene:

o
1
Py
Nl
O
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Euclide, nella dimostrazione della Proposizione 14 del Libro XllI, afferma che “il quadrato del diametro della sfera & |l
doppio del quadrato dello spigolo dell'ottaedro (regolare) in essa inscritto”.

Euclide concludéche:

“Il quadrato dello spigolo del tetraedro regolare &€ quindi quattro terzi del quadrato dello spigolo dell’'ottaedro, ed |l
doppio del quadrato dello spigolo del cubo, mentre il quadrato dello spigolo dell'ottaedro &€ una volta e mezzo il qua-
drato dello spigolo del cubo”.

Si possono riassumere tali risultati nella proporzione seguente:

Euclide aggiunge inoltte

“Dunque, [i quadrati de]gli spigoli suddetti delle tre figure, ossia del tetraedro regolare, dell’ottaedro e del cubo, hanno
fra loro rapporti razionali.”

Rimangono ora da trattare i casi dell'icosaedro e del dodecaedro che sono quelli piu “ribelli” alla trattazione. Questa
espressione € usata dal curatore delgimentidi Euclide, Attilio Frajese, nel commento al libro XIIl.

Leggiamo cosa dice Euclile"Ma i due che rimangono, ossia lo spigolo dell'icosaedro regolare e quello del dodecae-
dro non stanno in rapporto razionale né tra loro né con gli spigoli detti prima: sono difatti irrazionali, 'uno essendo

retta minoree |'altro un’apotomeé.

Per spiegare tale terminologia usata da Euclide procediamo nella costruzione dei lati del dodecaedro regolare e dell’ica
saedro regolare.

Lato del dodecaedro regolare in funzione del raggio della sfera circoscritta
Nella figura 10.2 seguente si riporta la costruzione con riga e compasso del lato del dodecaedro regolare cosi come
eseguita in Euclide.
Sia data una circonferenza di diamei® uguale al diametro della sfera circoscritta. Si costruisce iB&tdel cubo
inscritto nella sfera: o -
AB=2R=1sv30
Si determina successivamente la sezione au@g.di segmentdBN ¢ il lato del dodecaedro regolare. La misurBMi
sara pertanto data da:

| . V5-1_2Ry5-1_ ~
1262\/52 NE 3

Figura 10.3 Sfera circoscritta e costruzione (di Euclide) del lato del dodecaedro regolare inscritto.
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Lato dell'icosaedro regolare in funzione del raggio della sfera circoscritta
Nella figura 10.3 precedente si riporta la costruzione con riga e compasso del lato dell'icosaedro cosi come & presentat
in Euclide.

Figura 10.4 Sfera circoscritta e costruzione di Euclide del
lato dell'icosaedro regolare inscritto.

Sia data una semicirconferenza di diametB®uguale al
diametro della sfera circoscritta all'icosaedro regolare.
Perpendicolarmente al diamet#d, si riporta un segmento
AG congruente al diametro. Si congiun@econ il centroC
e si ottiene il puntdd di intersezione con la circonferenza
che si proietta ortogonalmente sul diametro nel pknto
Dimostriamo che allora il segmenid ¢ il lato dell'icosae-
dro regolare.
Lo Dalla similitudine tra i triangoli rettangoACG e KCH, si
ottiene la seguente proporzione:

KC:AC=CH:CG

Ne segue che:

K_C: RE
5
e inoltre: -
W:E-TC:R—R%:R%m

Applicando il primo teorema di Euclide al triangolo rettan-
golo ABH, si ottiene:

AH? = AK (AB
Poliedro regolal’e Lato in funzione del I’aggio Passando a”e mlsure Sl ncava-
della sfera circoscritta =
(1) = RO R
_207/
Tetraedro la _§R\’6 La misura del lato dell'icosaedro regolare inscritto nella
sfera di raggidR € pertanto:
Cubo (esaedro) lg = % RJ3 . l10-215 -
n R T
Ottaedro - Possiamo riassumere quanto é stato dimostrato da Euclide
lg = Rv2 nella tabella 10.1.
Dodecaedro I, = Rg(ﬁ - )
110-2/5
Icosaedro |20 = R\T Tabella 10.1Lati dei poliedri regolari in funzione del rag-
gio della sfera circoscritta.

Rimane ora da spiegare la terminologia usata da Euclide.

Euclide chiamaetta (ma in realta significaegmentpminorerispetto ad un segmento dato, il lato del pentagono rego-
lare inscritto in una circonferenza avente per diametro il segmento dato.

Questa nozione, di retta minore, si pud dunque applicare al lato dell'icosaedro regolare essendo questo ugual

un pentagono inscritto in una circonferenza di raggio

r=KC-= Rﬁ(si veda la figura10.4) 0
5
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Euclide chiamapotomerispetto ad un segmento dato la sua sezione aurea (“media ragione”) oppure quel che rimane
dal segmento togliendo la sua sezione aurea (“estrema ragione”). La nozaputodnesi pud pertanto applicare al
lato del dodecaedro regolare essendo questo la sezione aurea del lato del cubo inscritto nella stessa sfera.

Nella seconda parte della Proposizione 18, l'ultima défimentj Euclide dimostra - nello stesso modo in cui si fa

0ggi - che possono esistere solo cinque tipi di poliedri regolari convessi.

“Dico adesso che, oltre alle cinque figure suddette [i poliedri regolari], non pud costruirsi nessun’altra figura che sia
compresa da poligoni equilateri ed equiangoli, fra loro uguali

La dimostrazione € molto nota e si basa sulla proprieta della somma degli angoli concorrenti in uno stesso vertice
(angolo solido) che deve essere minore di un angolo giro.

Ne consegue pertanto che possono esistere tre poliedri regolari con le facce a forma di triangolo equilatero (tetraedrc
ottaedro ed icosaedro regolari), un solo poliedro con le facce a forma di quadrato (il cubo) ed un solo poliedro regolare
con le facce a forma di pentagono regolare (il dodecaedro regolare).

Con la Proposizione n. 18 si concludono Eementidi Euclide. Attilio Frajese, il curatore della edizione italiana piu
recente deglElementj a proposito della Proposizione n. 18 del Libro XIlIl, osserva:

“C'e un'aria festosa, come per salutare I'arrivo alla méta dopo un viaggio lungo e faticoso. | cinque poliedri regolari
vengono in certo senso riuniti, e confrontati tra loro. E’ quasi un’esaltazione dei risultati raggiunti, che viene effettuata
mediante una sintesi finale”.
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Note

Platone,Timeq a cura di Giovanni Reale, Rusconi, Milano 1994.

H.M.S. Coxeter|ntroduction to GeometpyWhiley, New York, 1961, p. 153.

Euclide,Gli Elementj a cura di Attilio Frajese e Lamberto Maccioni, Utet, Torino 1970, Libro XIll, Proposizione
13, pag. 1015.

H.M.S. CoxeterRegular PolytopedDover, New York, 1973, p. 46 - 47.

Vedi S. Bernecoli, L. Tomas§ezioni piane di un cubo: un problema di geometria dello spazio risolto con Cabri-
géometreQuaderno n. 9 di Cabrlirrsae, Bologna 1996, pag. 20.

Euclide,Gli Elementj a cura di Attilio Frajese e Lamberto Maccioni, Utet, Torino 1970, Libro XIll, Proposizione
14, pag. 1016.

La denominazione di “sezione aurea” risale agli inizi del XIX secolo. Euclide parla di divisione di un segmento
“in media ed estrema ragione”. La “media ragione” & quella che oggi chiamano la sezione aurea.

Vedi E. Gamba,V. MontebellRiero della Francesca matematida Le Scienzen.331, marzo 1996, p. 70-77.
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In questo quaderno viene esposto,
con l'aiuto diCabri-géometre
un tema classico della geometria dello spazio:
lo studio dei cinque poliedri regolari convessi.
Queste figure hanno sempre affascinato matematici,
filosofi e artisti;
Platone le ammirava a tal punto
da metterle alla base della sua concezione del mondo fisicc
Il disegno dei poliedri regolari cdbabri-géometre
Si puo eseguire correttamente
solo se si conoscono le loro proprieta geometriche.
E’ stato naturale quindi rileggere le mirabili proposizioni
del Libro XIII, dedicato ai poliedri regolari,
con cui si concludono gklementidi Euclide.
Cabri-géometrgpermette di “visualizzare”
iIn modo dinamico le proprieta dei poliedri regolari
e di presentarle con notevole efficacia.
2
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