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PROBLEMA 2

8

Sia f la funzione definita, per tutti gli x reali. da f(x)= o
+x*

1. Sistudi f e sene disegni il grafico € in un sistema di coordinate cartesiane Oy . 51 scrivano le
equazioni delle tangenti a ® nei punti P(-2:1) e Q(2:1) e si consideri il quadrilatero convesso
che esse individuano con le rette OF e OQ. 51 provi che tale quadrilatero € un rombo e si
determuinino le misure, in gradi e prinu sessagesimali, del suot angoli.

[

Sia T la circonferenza di raggio 1 e centro (0:1). Una retta ¢, per 1'origine degli assi. taglia T
oltre che in O in un punto A e taglia la retfa d'equazione v =2 in un punto B. Si provi che,
qualunque sia ¢, I'ascissa x di B e I'ordinata ¥ di A sono le coordinate (x;y) diun punto di .

3. Si consideri la regions R compresa tra & e 'asse x sull'infervallo [0,2]. Si provi che R &

equivalente al cerchio delimitato da T e si provi altresi che la regione compresa fra © e futto
I"asse x & equivalente a quattro volte i1 cerchio.

4. La regione B nuotando attorno all’asse v, genera il solido W. 51 scriva, spiegandone il perche,
ma senza calcolarlo, I'integrale definito che fornisce il volume di W

Soluzione del PROBLEMA 2 (a cura di S. De Stefani)

Il grafico della funzione f € una curva nota con il nome di versiera di Agnesi (da Maria Gaetana
Agnesi, matematica milanese, 1718-1799).

La si poteva studiare rapidamente come il reciproco della parabola y =4+ x*, moltiplicato per il
fattore 8.

Punto 1

Studio della funzione f (x) = —

4+ x°

Dominio: D=R

Simmetrie: per ogni x nel dominio, anche —x appartiene al dominio e fi—x) = fix) — pari

Intersezione con gli assi cartesiani: Assey: x=0—>y=2; Asse x: y=0— mai

Intersezione con I’asse y in A(0;2).

Segno della funzione: fx)>0 - VxeD.

Limiti della funzione agli estremi del dominio: lim f(x)=0 — L’asse x & asintoto orizzontale.

x—>too

Studio della derivata prima per determinare i massimi, i minimi € i flessi con tangente orizzontale:

, 16x
f (x):_ 2\2
(4+x )
fl)>0 - x<0 — massimo in A(0;2).

Studio della derivata seconda per determinare la concavita, la convessita e i flessi:




(4+x2)2 —2x(4+x2)~2x

f(x)=-16- —-16. N
(4+22) (4+2°)
2 —
F(x)=16- 3x" -4
(4+x2)
f7(x)>0 - x<—2—\/§ux>&
3 3
Flessi a tangente obliqua in F, —2—\/3;é e F, &,2 .
3 2 3 2
Yy
7 5 5 4 -3 2 1 o 1 2 3 4 5 L] 7 $
Retta tangente a @ in P(-2;1): y—1=f1-2)x+2) — y= %x+ 2
Retta tangente a ® in Q(2;1): y-1=f12)x-2) — y= —%x+ 2

Le due rette si intersecano in A(0;2).

Il quadrilatero di vertici O(0;0), P(-2;1), A(0;2), Q(2;1) € un rombo dato che le diagonali PQ e AO
sono tra loro perpendicolari e si dividono scambievolmente a meta.

L’angolo acuto formato dalle due rette tangenti a ® ¢ isometrico ad AQ O perché alterni interni.
Si ha:
1,1
A m, —m
tg(AQOJz P -2 2 =i,dacui si ha: arctg(ij553,13°.
I+m,-my, | _ 13 3
4

Gli angoli (tra loro supplementari) del rombo hanno ampiezza circa: 126°52" e¢ 53°§".




Punto 2

L’equazione di I e: P+y-1)r=1 ) /
Le rette passanti per 1’origine degli assi (ad eccezione dell’asse y)

hanno equazione y = mx, conm € R.
y =mx c

Il punto A ¢ la soluzione del sistema: 4 5
X +(y-1) =1

P Amxt+1-2mx=1 — x-[(1+m2)x—2m]:0

2
da cui: A( 2m . 2m j

1+m>’ 1+m?

Il punto B ¢ la soluzione del sistema {y

mx . 2
, dacuil B(—; 2j,conm¢0.
y=2

m

2

2

) ) ) ) . ) 2
Si tratta di provare che, al variare di m reale diverso da 0, il punto P(—; 1
m +m

j appartiene a P.

Il luogo descritto dal punto P & dato dalle equazioni parametriche:

2
) m== (x#0)
== x 8
m 4 _xz 8
= 2. = = = =f(x).
2m’ X! Y x*+4 4+ x* /()
T T e ?
m 1+7 X
X

La retta del fascio coincidente con 1’asse y non ¢ contemplata nell’espressione esplicita [ y = mx ]
del fascio di rette passanti per 1’origine. Esaminiamo a parte tale caso, in cui # ha equazione x = 0. In
tale caso 1 punti A e B coincidono in (0; 2), punto che appartiene a P.

Punto 3

L’area del cerchio delimitato da I" misura 7. a4 qb

2 8 2 1
Area(R) = dx=2-|———
'([4+x2 ;[

I

I

2 I

x ﬂ. 0.5 l

Area(R)=4- {arctg (Eﬂ =4 (arctgl —arctg0) = 4- 27 |
I

i

I



L’area della regione di piano compresa tra ® e 1’asse x ¢ data dall’integrale improprio:

T8 L T8 ¢o12
A= J. ~dx = (la funzione & pari ):Z'I dx=8-lim | —=—dx.
JA4+x . 4+ x botoo xj
” I+ —
2

Si ottiene pertanto:

b
A=8-lim arctg =8 lim arctgé—O 8-£=47£,
2 2 2

b—>+oo b—>+eo
0

equivalente a 4 volte 1’area del cerchio I

Punto 4

Il volume del solido W ¢ dato dalla risoluzione (non richiesta) del seguente integrale definito,

calcolabile attraverso il “metodo dei gusci cilindrici” di superficie generica 27zx- f (x):

y]k

AN

jsz )dx = 2zjxf )dx = 27:] de:87£j4ixx2d

4+ x

Giudizio

Si osservi che al Punto 3 viene richiesto di calcolare un integrale improprio; questo argomento non
¢ in programma nel liceo scientifico di ordinamento.

Si noti inoltre che al Punto 4 viene richiesto di utilizzare il metodo “dei gusci cilindrici” per
calcolare un volume; si osserva che anche questo argomento non ¢ presente nel programma.
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