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QUESITO 2 (traccia di soluzione di L. Rossi)

2. Sia R laregione piana compresa tra I'asse x e la curva di equazione v = 2e*~ ¥ Provare che, tra i rettangoli
inscritti in R e aventi un lato sull'asse x, quello di area massima ha perimetro minmimo ed & un quadrato.

Soluzione

La funzione y = 2¢' ha per dominio R; ¢ pari, positiva ed ha per asintoto orizzontale 1’asse delle

ascisse. E una funzione continua, ma non ¢ derivabile in x =0, dove ha un punto angoloso.

Per x>0 siottiene f(x)=2e'"", lacui derivata prima & f'(x)=-2¢'". Quindi la funzione &

decrescente per x =0 e tende a zero per x — +oo.

La derivata destra nel punto x =0 ¢ pertanto f', (x)=-2e.

Per x >0 la derivata seconda & f"(x)=2¢"", che & positiva. Pertanto la funzione f(x) & convessa

in tutto il suo dominio (dato che & pari).

Il grafico della funzione ¢ quindi il seguente.

Inscriviamo un rettangolo con un lato sull’asse delle ascisse. Si ottiene la seguente figura.
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Supponiamo x > 0. Le coordinate del punto A sono (x;ZeH) .

L’area del rettangolo BAA’B’ & datada S(x)=4xe"™, con x>0.

La derivata prima di S(x) ¢ quindi:
S'(x)= 4(61_)‘ - xel_x) =4 (1-x),con x>0.
Il massimo dell’area si ha per x =1 e vale S(1) =4. In tale caso la base del rettangolo e I’altezza

misurano 2. Quindi il rettangolo di area massima ¢ il quadrato di lato 2.
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La funzione perimetro del rettangolo & esprimibile con la funzione: g(x) = 4(x + e™) (x>0);

studiando il segno della derivata g'(x) = 4(1 — e1™%) (x > 0) si ottiene che la funzione ha un
punto di minimo in x = 1; dunque il rettangolo di perimetro minimo ha dimensioni 2x2 ed ¢ il
quadrato trovato nel punto precedente (il perimetro ¢ 8).
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