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Soluzione 

Punto a) 

Poiché ������ = 12�	 − 24�, ne segue che 

����� = ��12�	 − 24�� � = 4�� − 12�	 + � 

e 

���� = ��4�� − 12�	 + �� � = �� − 4�� + �� +  . 
Poiché per ipotesi si ha 

� ��0� = 0
���0� = 0 

si ricava 

�� = 0
 = 0 

Quindi: 

���� = �� − 4�� = ���� − 4�   
è una funzione polinomiale che nell’origine ha un flesso con tangente orizzontale e interseca l’asse 

delle ascisse nel punto � = 4 (figura 1) ed ha un minimo (assoluto) nel punto � = 3 che vale −27. 

 

figura 1 

 

Poiché deve essere  

���� = ���� − 4���   
funzione che deve avere un massimo di 27/4, ricaviamo la derivata prima 

����� = ��4�� − 12�	� =   4��	�� − 3�. 
Ne segue che � = 3 sarà un punto di massimo se � < 0 e il massimo sarà ��3� = −27�. 

Poiché sappiamo che il massimo relativo deve essere 27/4, ne segue 

−27� = 27
4  

e quindi � = − �
�; pertanto: 

���� = − 1
4 ���� = − 1

4 ��� − 4��� = − 1
4 ���� − 4�. 
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Ovviamente anche ���� ha un flesso con tangente orizzontale nell’origine, interseca l’asse delle 

ascisse in � = 4 ed ha un massimo in � = 3 (figura 2). 

figura 2 

 

Punto b) 

 
 

Funzione � = ���� ∙ ���� 

Indichiamo con ���� la funzione polinomiale definita da � = ���� ∙ ����. Si ottiene: 

���� = − 1
4 ��� − 4���	 . 

Si ha ���� ≤ 0 per ogni � ∈ ℝ, con gli stessi zeri di ����. La funzione si può anche scrivere nel 

seguente modo: 

���� = − 1
4 �#�� − 4�	 

Quindi � = 0 ha molteplicità 6 e � = 4 ha molteplicità 2; si tratta quindi di due punti di massimo. 

La derivata prima è: 

����� = − 1
2 ��� − 4����4�� − 12�	� = −2�$�� − 4��� − 3� == −2�$��	 − 7� + 12� 

che è positiva per � < 0 e nell’intervallo 3 < � < 4, negativa o nulla negli altri punti del dominio. 

Quindi � = 0 e � = 4 sono punti di massimo, mentre � = 3 è un punto di minimo relativo, in cui il 

minimo vale − %	&
� . 

La derivata seconda è: 

������ = −2�5����	 − 7� + 12� + �$�2� − 7�� 

������ = −2���5��	 − 7� + 12� + ��2� − 7�� 

������ = −2���7�	 − 42� + 60� 
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La derivata seconda si annulla in � = 0 (che è un massimo) e nei punti � = 3 ± *�
% , che sono due 

punti di flesso, � = 3 − *�
% ascendente e � = 3 + *�

% discendente. 

Quindi ���� è convessa nell’intervallo tra i due punti di flesso ed è concava altrove (figura 3, dove 

indichiamo con N il punto di minimo relativo , con O e M  i punti di massimo e con +� ed +	 i due 

flessi). 

 

 figura 3 

 

Funzione � = �
,�-� 

Indichiamo con .��� la funzione definita da � = �
,�-� : 

.��� = 1
�� − 4�� = �/��� − 4�/� . 

La funzione .��� ha come dominio ℝ\10, 43. I punti esclusi dal dominio danno origine a due 

asintoti verticali, l’asse delle ordinate e la retta di equazione � = 4 che nella (discutibile e 

tradizionale) classificazione diventano punti di discontinuità di “seconda specie”. La funzione è 

negativa nell’intervallo (0, 4); è positiva per � < 0 e per � > 4. L’asse delle ascisse è asintoto 

orizzontale. 

La derivata prima è: 

.���� = − 4�� − 12�	
��� − 4���	 = − 4�� − 3�

���� − 4�	 = 4�� − 3� �/��� − 4�/	 

che ha lo stesso dominio della .���. 

La .���� è positiva per � < 0 e per 0 < � < 3; è negativa per 3 < � < 4 e � > 4. Quindi � = 3 è 

un punto di massimo relativo e il massimo vale .�3� = − �
	%. 

La derivata seconda è: 

 



5 

www.matematica.it/tomasi 

.����� = 4�5�	 − 30� + 48�
�$�� − 4��  

che non si annulla nel dominio della funzione, che è lo stesso della .′′���.  
La .����� è negativa nell’intervallo (0, 4) ed è positiva negli altri punti del suo dominio. Quindi la 

funzione .��� è concava nell’intervallo (0,4) e convessa negli altri intervalli del suo dominio 

(figura 4). 

 Figura 4 

 

 

Punto c) 

 

Figura 5 

L’area S richiesta è rappresentata dal seguente integrale definito (calcolato tra � = 0 e � = 4 �: 
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7 = 89:;�<� = − � ��� − 4����
�

=
= >− 1

5 �$ + ��?
=

�
= − 1024

5 + 256 = 256
5 . 

Punto d) 

 

Per verificare che, per � > 4, la funzione +��� = �
� ln B-/�

- C è una primitiva della funzione  

���� = �	
���� = �	

�� − 4�� = 1
�	 − 4�  

basta eseguire la derivata; si ha: 

+���� = 1
4 ∙ �

� − 4 ∙ 4
�	 = 1

�	 − 4�. 
Per D ≥ 5, calcoliamo l’integrale 

F�D� = � �	
���� �

G

$
= 1

4 >ln H� − 4
� I?

$

G
= 

F�D� = 1
4 >ln HD − 4

D I − ln H1
5I? = 1

4 ln H5D − 20
D I. 

Calcolando il limite richiesto, si ha  

� �	
���� �

JK

$
= limG→JKF�D� = limG→JK

1
4 ln H5D − 20

D I = 1
4 ln 5 = ln √5P  . 

Il significato geometrico è indicato nella figura 6 in cui si osserva che l’area “sotto” la ���� 

calcolata da � = 5 a � = D �D ≥ 5) tende all’asintoto � = ln √5P
 per D ⇢ +∞. 

Figura 6 


