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Soluzione del PROBLEMA 2 (a cura di S. De Stefani e L. Tomasi)

PROBLEMA 2

Nel piano. riferito a coordinate cartesiane Oxy. si consideri la funzione f definita da fix) = 5"
(b>0,b=1)
1. Sia Gy 1l grafico di f{x) relativo ad un assegnato valore di A. Si illustri come varia Gy al
variare di b.
2. Sia P un punto di Gp . La tangente a Gy in P e la parallela per P all’asse y intersecano
I"asse x rispettivamente in 4 e m B. Si dimostri che. qualsiasi sia P. 1l segmento 48 ha
lunghezza costante. Per quali valor1 di b la lunghezza di 4B ¢ uguale a 1?7

3. Sia r la retta passante per O tangente a G, (¢ = numero di Nepero). Quale & la misura in
radiant1 dell’angolo che la retta » forma con 1l semiasse positivo delle ascisse?

4. Si calcoli I'area della regione del primo quadrante delimitata dall’asse v, da G, e dalla retta

d’equazione y = e.

Punto 1
Se b > 1, Gy ¢ il grafico della funzione esponenziale con base maggiore di 1, funzione crescente e

sempre positiva che interseca 1’asse delle ordinate nel punto Q(0; 1), con Ilim f (x):O e

lim f (x)=+oo.

X—>+oo

Se 0 < b <1, G, si ottiene con una simmetria rispetto all’asse y del grafico di G_, poiché

—X
b =( L
b
La funzione esponenziale con base compresa tra 0 e 1 ¢ una funzione decrescente e sempre positiva

che interseca I’asse delle ordinate nel punto Q(0; 1), con lim f (x) =+ e lim f(x)=0.
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Punto 2
SiaP e Gy, P(k;b")

La retta tangente a G, in P ha equazione:
y=b" = f'(k)(x~k)
Dato che siha f'(x)=5b"-Inb,
f(k)= b" -Inb, quindi la retta tangente avra equazione:
y=b"-Inb(x—k)+b"

La sua intersezione con 1’asse x si ha quando y = 0, cio¢ per —1 =Inb(x—k) che comporta

x:k—L:k—logbe.IlpuntoAhacoordinate A k—L;O .
Inb Inb

La parallela per P all’asse y ha equazione x = k, quindi B(k; 0).

k—k+L

La lunghezza di AB ¢: AB =|xB —xA| = s
n

:—:|10gb e|.
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La lunghezza di AB vale 1 quando |ln b| =1, cio¢ Inb = =1 che da come soluzioni b=e¢ e b= l
e

Quindi, per ogni funzione esponenziale f(x)=»" (con b positivo e diverso da 1) il segmento AB ha
lunghezza costante.

Nota: La lunghezza del segmento orientato AB si chiama sottotangente. Quindi le funzioni
esponenziali hanno la sottotangente costante. La misura della sottotangente della funzione

. ) . ) 1
f(x)=>b" (considerata come misura di un segmento non orientato) vale —— = |10g b e| .
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Punto 3

Sia P(t;e’) il punto di tangenza tra la funzione esponenziale e la retta r passante per 1’origine di
equazione y = ax.

Affinché r sia tangente alla funzione, il suo coefficiente angolare (a) deve essere uguale al valore
della derivata della funzione calcolata in x = ¢; inoltre P deve appartenere ad r.

Si ha quindi:

a=é , R

cherisoltodaa=e,t=1.
e' = at

La retta y = ex & quindi tangente alla funzione y = ¢" nel suo punto P(1; e).
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Ne consegue che a =arctg(e) =1.218 rad

Punto 4

n
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L’area della regione D piana richiesta si puo trovare come differenza tra 1’area del rettangolo OHPK

e ’integrale definito da O a 1 della funzione. Sia ha:

Apppx =1l-e=e

1

j:exdxz[ex}o =e—1

L’area richiesta misura quindi 1:

1

Area(D)= Area(OPHK)— Area(T)=e - Ie"dx =e—(e—1)=1.

Giudizio

Molto simile al problema 2 assegnato all’esame liceo scientifico di ordinamento 2009.

Qui invece di lavorare con funzioni logaritmiche si lavora con quelle esponenziali.

Punto 1. Banale.

0

Punto 2. Richiede una buona conoscenza delle derivate delle funzioni esponenziali oltre alla
capacita di introdurre le coordinate di un punto generico senza usare i nomi soliti delle variabili.

Punto 3. Risulta facile se si usano i risultati del punto precedente.

Punto 4. Facile.

Livello di difficolta: X Basso O Medio O Alto

E in programma? & Si’ O No O Non si sa
Normalmente si fa a & Si’ 0 No O Non sempre
scuola?

E un argomento presente .

nei libri di testo? O Mai O Non sempre X Sempre
Formulazione: O Scorretta O Ambigua O Poco chiara | Xl Corretta 0 Molto chiara

Controlla una conoscenza e/o
competenza fondamentale?

O No

B Si’




