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PROBLEMA 2 - soluzione di L. Tomasi
Si consideri la funzione integrale F(x) = foxP(t)dt, con —2<x <2, in cui P(t) indica un

polinomio di terzo grado. | grafici y e y", in figura, sono rappresentativi di F ed F", derivata
seconda della funzione F.

a) Utilizzare le informazioni che si possono ricavare da y per determinare P(t), considerando che
F & una funzione pari e F(2) = 12.

D’ora in avanti, si ponga P(t) = 4t3 — 2t .

b) Ricavare I'espressione analitica della funzione F(x) e determinare le coordinate dei punti di
minimo assoluto e dei punti di flesso. Utilizzare le informazioni ottenute su F per tracciare il
grafico y’, rappresentativo della funzione F’, derivata della funzione F .

lF(x)
0

. . . i . . F(x
c) Al variare dei parametri reali «, g, calcolare lim——- e lim 2
x-0 x% x—+1 (x+1)B

d) Sia P un punto di y", di ascissa positiva, e sia rp la retta tangente a y" in P. Determinare le
coordinate di P in modo che r, formi con gli assi coordinati un triangolo di area minima.
Successivamente, determinare le coordinate di P affinché », formi con gli assi coordinati un
triangolo isoscele.

Soluzione
Si consideri la funzione integrale F(x) = f;P(t)dt, con —2<x <2, in cui P(t) indica un

polinomio di terzo grado. | grafici y e y", in figura, sono rappresentativi di F ed F", derivata
seconda della funzione F.
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Punto a)

a) Utilizzare le informazioni che si possono ricavare da y per determinare P(t), considerando che
F & una funzione pari e F(2) = 12.

Poiché la funzione F (x) & pari, la funzione polinomiale P(x) = F'(x) deve essere dispari € la
funzione F"'(x) = P'(x) deve essere pari. Pertanto si ha

P(x) =F'(x) = ax® + bx
F''(x) = 3ax? + b.
Poiché deve essere F''(0) = —2,sihab = —2.

Inoltre si ha:

2
F(2) = f (ax3 + bx)dx = 12.
0

Pertanto
Eax4 +%bx2]z =12
da cui si ricava
4a + 2b =12,
ossia 2a + b = 6 e di conseguenza a = 4.
Si ottiene quindi (figura 1):
P(x) =F'(x) = 4x3 — 2x
F(x) =x*—x?=x?(x*-1)

F'(x) = 12x?% — 2.

figura 1
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Punto b)

D’ora in avanti, si ponga P(t) = 4t> — 2t .

b) Ricavare I'espressione analitica della funzione F(x) e determinare le coordinate dei punti di
minimo assoluto e dei punti di flesso. Utilizzare le informazioni ottenute su F per tracciare il
grafico y’, rappresentativo della funzione F’, derivata della funzione F .

Poiché
P(x) = F'(x) = 4x3 — 2x
I’espressione analitica della funzione integrale ¢
F(x) =x*—x?2=x%(x*-1),
da esaminare nell’intervallo —2 < x < 2.

La funzione polinomiale F (x), come detto nel testo, € pari. La sua derivata prima ¢
F'(x) = 4x3 — 2x = 2x(2x% — 1).

Nel dominio assegnato [—2,2], la derivata prima e positiva per 5<x= 2 e nell'intervallo

\/_
— % < x < 0. Pertanto la funzione F(x) ha un massimo relativo per x = 0 e minimi relativi (e
assoluti) inx = + g Il minimo assoluto vale F (i g) = i - % = — i.

La derivata seconda e
F'(x) =12x%2 — 2 = 2(6x%2 — 1).

. . o . s 1 1 . :
La derivata seconda e positiva per valori esterni all'intervallo — NG <x< G ed e negativa per

valori interni a tale intervallo. Pertanto i punti di ascisse x = + e sonoi punti di flesso della

F(x). In tali punti si ha

Il grafico della funzione F(x) e rappresentato in figura 2.
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figura 2

Poiché la funzione F(x) & pari, la funzione F'(x) é dispari.
[ punti di massimo e di minimo della funzione F (x) sono gli zeri della funzione F'(x).
[ punti di flesso della funzione F (x) sono i punti di massimo e di minimo della funzione F'(x).

La derivata seconda della funzione F'(x) & F'"'(x) = 24x. Pertanto la funzione F'(x) ha un
flesso per x = 0. Il grafico della F'(x) é indicato in figura 3.

2
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1 8 v
D
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-2 1 2
E
figura 3.
Punto ¢)
c) Al variare dei parametri reali a, §, calcolare limi;) e lim il .
x50 X x-+1 (x+1)F
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Consideriamo il primo limite parametrico:

F(x) x* — x? x?(x? —-1) s 2
L - )

Per a < 2, siha lirr(1) x> %(x*—-1)=0.

x—
Pera = 2,siha lim x27%(x? — 1) = lim (x? — 1) = —1.

x—0 x—0

. x%-1

Pera > 2, siha lim x27%(x? — 1) = lim — = —oo.

x—0" x—-0F x%

Calcoliamo ora gli altri limiti parametrici.
Per x — 1, si ha:

. F(x) ) -1 xP-DE+1) 2+ 1)
sl (x—1)F 21 (x—DF 21 (x—DF 24 (x—1)F1

. . x%(x+1)
Per f <1, siha }Cl_r}} gy

=0.

2
Per f =1, si ha lim )

—_— =i 2 =
x-1 (x=1)F-1 lim x (x+1=2

x?(x+1)

=400 ¢ lim ———F= = —

. . x?(x+1)
Per f > 1,siha lim ———— e LUy

x—1t (x_l)ﬁ_l

Per x - —1, si ha:

L F® oD - DD xx-1)
S+ )P o x+ DB o (x+ DB 2 (x + 1)FT
. ) x2(x-1)
PCI'B < 1, si ha xll}zllm = 0.
_ . . x2(x-1) _ .. 20m _
Per B =1, si ha xll}zll P }Cl_r}} x“(x—1)=-2.
20 25—

Per f > 1, si ha lim S5 = o e lim S8 = 4o

x—>—1" (x+1)3—1

Punto d)

d) Sia P un punto di y", di ascissa positiva, e sia rp la retta tangente a y" in P. Determinare le
coordinate di P in modo che r, formi con gli assi coordinati un triangolo di area minima.
Successivamente, determinare le coordinate di P affinché », formi con gli assi coordinati un
triangolo isoscele.

Consideriamo un punto P di ascissa positiva sulla curva y"'.
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Le coordinate del punto P(t, 12t% — 2). La retta tangente ha pendenza m = 24t. Pertanto la retta
tangente in P ha equazione

y — 12t% + 2 = 24t(x — t)
ossia
y = 24tx — 12t? — 2

Il punto B di intersezione con 1’asse x ha coordinate

12t% + 2 0
24t '’

Il punto C di intersezione con 1’asse y ha coordinate

(0,—12t2% — 2).
L’area del triangolo OBC sara:
12t% + 2)?
S(t) = Q
48t

La derivata prima ¢&:

1 2(12¢2 + 2)(24t2) — (122 + 2)2

S’(t) = E t2
, 1 (12t% +2)(48t% — 12t> — 2)
S (t) = E 12 .
, 1 (12t% + 2)(36t% —2)
S (t) = E tz .

La derivata prima si annulla (nell’ipotesi t > 0) se t = ﬁi
Lz' Il punto P ha quindi coordinate

Quindi I’area del triangolo € minima per t = ™

"G5 3)
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figura 4

Infine il triangolo OBC ¢ isoscele se e solo se

12t% + 2 — 1242 42
24t
1
— =1
24t
e quindi

. 1

24
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figura 5

Commento. Problema molto laborioso e pieno di calcoli. In particolare il punto c) va al di fuori del
Quadro di Riferimento.

Tabella di analisi/commento del problema

Livello di difficolta stimato [ Basso [ Medio X Alto O Molto alto
[x] [ Molto
Formulazione del problema O Scorretta | OO Ambigua O Poco chiara .
Corretta | chiara
Si tratta di bl . O d .
| tratta |'un problema [ No [ Parzialmente " mo. © [0 Ben contestualizzato
contestualizzato accettabile
L’ar'gon"len'to e 'presc?nte nelle ® S 0 No I:I Non e esplicitato / Non
Indicazioni Nazionali e chiaro
L’argomento & presente nel \ X Non ¢ esplicitato / Non
. . s O No <
QdR di Matematica? e chiaro (punto c)
Di solito, viene svolto nella N
o [l Si O No [ Non sempre
pratica didattica usuale?
E un argomento presente nei
O No [XI Non sempre [ Sempre
libri di testo di Matematica? P P
Verifi bilitz . .
erifica conoscenze / abilita/ X Si O Solo parzialmente O No

competenze fondamentali?

Per la risoluzione del
problema & utile una [l Si O No O Parzialmente
calcolatrice grafica?
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