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QUESITO 5 - soluzione di L. Tomasi

5. Si consideri la famiglia di funzioni f;,(x) = In(1 — kx) + kx?2, dove k & un parametro reale non
nullo. Determinare il valore di k in modo che il grafico della funzione abbia un punto di flesso a
tangente orizzontale.

Soluzione

Consideriamo la famiglia di funzioni:

fir (@) =In(1 — kx) + kx?
con k parametro reale non nullo.

Il dominio delle funzioni assegnate ¢ dato da 1 — kx > 0, ossia

<1
X<y

Poiché f;(0) = 0, tutti i grafici passano per I’origine degli assi.
La derivata prima e:
, —k —k + 2kx — 2k?*x?  2k*x? —2kx+k k(Q2kx?—-2x+1)
filx) = = = .

1—kx+2kx= 1—kx B kx —1 kx —1
Supponiamo k > 0.
Per esaminare il segno della derivata prima, vediamo intanto qual ¢ il segno del trinomio:

2kx? —2x + 1.
Calcoliamo
A J—
i 1 - 2k.

Per A< 0, ossia per k > 1/2, la derivata ¢ negativa e quindi la funzione ¢ decrescente in tutto il
dominio e non puo avere un flesso con tangente “orizzontale” (parallela all’asse x). La retta di
equazione x = 1/k ¢ asintoto verticale (figura 1).

3

r=1/k

figura 1

. 1 ) R
Per A= 0, ossia per k = p la derivata prima ¢
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1
, _z(x2—2x+1)_(x_1)2
2 ix -1
che si annulla per x = 1 ed ¢ negativa negli altri punti del dominio, cioe per x < leperl < x < 2.
Pertanto la funzione ¢ decrescente (in senso stretto) nel dominio e il punto x = 1 € un punto di
flesso con tangente orizzontale (figura 2). Il flesso ha coordinate

P 1om2)
2’2 ")
In questo caso la funzione ha per asintoto verticale la retta di equazione x = 2.

3

R e

-2

figura 2

Per A> 0, ossia per k < 1/2, la derivata prima
k(2kx? —2x + 1)

fu(x) = o — 1
si annulla nei punti
1+v1-2k
Tk

ed ¢ positiva per valori interni all’intervallo delle radici. Tuttavia nel dominio della funzione, la
derivata prima ¢ positiva nell’intervallo

1-v1-2k 1-v1-2k

2k XS T
ed ¢ negativa altrimenti (nel dominio).
Pertanto il punto di ascissa
_1-v1-2k
X = ok :
¢ un punto di massimo relativo per la funzione e il punto di ascissa
1+vV1-2k
X = —r

¢ un punto di minimo relativo per la funzione e il punto di ascissa (figura 3).
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z=1/k

-1

-2

-3

Argomento: analisi matematica; flessi con tangente orizzontale.

Tabella di analisi del quesito

grafica?

Livello di difficolta stimato [ Basso O Medio X Alto O Molto alto
. . Molto

Formulazione del quesito [ Scorretta [ Ambigua [ Poco chiara [X] Corretta chiara
L'ar to ¢ t . [J Non ¢ licitato / N

gome.n o.e r?rese.n e . ® s 0 No [ .on ¢ esplicitato / Non
nelle Indicazioni Nazionali e chiaro
L'ar to ¢ te nel . [J Non ¢ licitato / N

gornen oeé pljesen e ne ® s 0 No [ 'on ¢ esplicitato / Non
QdR di Matematica e chiaro
Di solito, viene svolto nella N

R [l Si O No [J Non sempre
pratica didattica usuale?
E un argomento presente nei

O No O Non sempre [X] Sempre
libri di testo di Matematica? P P
Verifica conoscenze / abilita R .
/ . / X Si O Solo parzialmente O No

competenze fondamentali?
Per la risoluzione del quesito
¢ utile una calcolatrice [ Si O No [ Parzialmente
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