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PROBLEMA 2 - soluzione a cura di L. Tomasi

Y

-1 1

Il grafico y in figura rappresenta la funzione f cosi definita:

£l = {ln(PZ (x)) sex <0

P5(x) sex =0
dove P,(x) e P;(x) sono, rispettivamente, polinomi di 2° e di 3° grado.

a) Utilizzando le informazioni desumibili dal grafico e tenendo conto che y é tangente alla retta
y = x nell’'origine e all'asse delle ascisse in x = 1, individuare i polinomi P,(x) e P3(x).

D’ora in avanti, si assuma che

In(x?+x+1 sex<O0
fe =t + D
x° —2x°+ x sex =0

b) Determinare le coordinate dei punti stazionari e le ascisse dei punti di flesso di f. Al variare
del parametro reale k, stabilire il numero delle soluzioni del’equazione f(x) = k.

. ey . . X . X . g . . .
c) Pernintero positivo, determinare lim [ e lim &.Verlflcare, inoltre, che esiste un unico
X——00 xn X—4+00 xn
. . . X )
valore din tale che il lma% assuma un valore finito non nullo.
X—

d) Determinare il rapporto tra le aree delle regioni limitate di piano R, e R, contenute nel |
quadrante e cosi definite:

- R, compresa tra y e la retta di equazione y = x ;

- R, compresa tra y e I'asse delle ascisse.

Soluzione

Punto a)
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a) Utilizzando le informazioni desumibili dal grafico e tenendo conto che y & tangente alla retta
y = x nell'origine e all’asse delle ascisse in x = 1, individuare i polinomi P,(x) e P3(x).

Data la funzione

Flx) = {ln(Pz(x)) se x<0

P;(x) sex >0

si ricava dal grafico che (probabilmente...) ¢ definita sui numeri reali, derivabile (e quindi continua)
in tutto il dominio.
Osserviamo tuttavia che dal grafico non ¢ possibile ricavare informazioni certe, a meno che non
siano esplicitate nel testo...
Probabilmente, quindi, gli zeri della funzione sono x = —1,x = 0 e x = 1 (punto doppio, perché la
curva ¢ (probabilmente...) tangente all’asse x per x = 1.
Inoltre, deve essere P,(x) > 0 per ogni x < 0.
Per x > 0, la funzione f(x) = P;(x). Indicato con P;(x) = ax3 + bx? + cx + d si ha:

P3(0) =0
P;(1)=0
P3’(0) =1
P3’(1) =0
con P;'(x) = 3ax? + 2bx + c. Pertanto:
d=0
a+b+c+d=0
c=1

3a+2b+c=0
da cui siricava

a=1
b=-2

c=1

d=0

e P3(x) =x3 —2x% + x = x(x — 1)2.
Consideriamo ora, la funzione polinomiale P,(x) = mx? + nx + r. Per x < 0, f(x) = In P,(x),
che ha per derivata
, _ 2mx+n
f) = mx?+nx+r’
Pertanto, ricavando le informazioni (probabili...) dal grafico e in base alla continuita e derivabilita
della funzione per x = 0, si ha
lir(rJl_ InP,(x) =0
lir(r]l_(ln P,(x)) =1
da cui si ricava
P(-1) =1
lir(I)l_ In(mx?+nx+1r)=0
2mx +n
lim —————=1
-0 mx“+nx +r
ossia
m-n+r=1
Inr=0

—-=1
T
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Ne segue
m=1
{n =1
r=1
Quindi P,(x) = x? + x + 1 e la funzione & definita come segue:
Flx) = {ln(x2 +x+1) sex<0

x3—2x*+x sex=0
come si doveva trovare in base al testo.
Osserviamo infine che P,(x) = x? + x + 1 > 0 per ogni x, € quindi anche per x < 0, come doveva
essere.

Punto b)
b) Determinare le coordinate dei punti stazionari e le ascisse dei punti di flesso di f. Al variare
del parametro reale k, stabilire il numero delle soluzioni dell’'equazione f(x) = k.
La funzione ottenuta ¢ negativa per —1 < x < 0 ed & positiva o nulla altrimenti. La funzione non ha
asintoti.

La derivata prima ¢&:
2x+1

ff)={x2 +x+1
3x2—4x+1 sex=0
. . . . .. . . . . o . 1
Studiandone il segno nei due intervalli indicati sopra, la derivata prima ¢ negativa per x < — 5 € per

se x <0

é < x < 1, e positiva o nulla negli altri intervalli. La f'(x) = 0 per x = —% (punto di minimo

relativo e assoluto), per x = 3 (punto di massimo relativo) e per x = 1 (punto di minimo relativo).
Indichiamo il segno della derivata prima e I’andamento della funzione nel seguente schema

- + - +

o o o > f,(w)
. : 1
\ 2 / 3 \ / £(@)
figura 1
Si ha inoltre
(-3)=n
f\~3)=ng
)=
3)=%7
Per x < 0, la derivata seconda ¢:
" )_2(x2+x+1)—(2x+1)2 _ —2x?—2x+1
fr = (x?2+x+ 1)  (x2 4 x+1)2
Pertanto la derivata seconda ¢:
—2x?—-2x+1 0
f@={Gr+x+n2 °*°
6x — 4 sex >0
Studiandone il segno nei due intervalli (semiretta x < 0 e semiretta x > 0) indicati sopra, si trova

. o .. 2 1+v3 . . .
che la derivata seconda ¢ positiva per x > 5 e per — %_ < x < 0 e non negativa negli altri

. . .4 1++v3 . 2
intervalli. I punti di flesso sono pertanto x = — %_ (ascendente), x = 0 (discendente) e x = 3

(ascendente). Gli intervalli di convessita e concavita sono pertanto indicati nel seguente schema
(figura 2).
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- + - +
N

> f”(m)

XINY

f(z) figura 2
Si conferma pertanto il grafico proposto inizialmente dal testo (figura 3).

figura 3

Analizziamo ora, in modo grafico, I’equazione parametrica f(x) = k, che equivale al sistema
(figura 4)

e
y=f(x)
2 4
1 g=k D
M
B
; -2 A 0O 1 2
N figura 4
Graficamente (figura 4) si conclude:
3 .
se k < lnz nessuna soluzione
3 N .
sek =1In " due soluzioni coincidenti
3 e
se lnz <k<O due soluzioni distinte
sek=0 quattro soluzioni (di cui due coincidenti)
4 . e oge e
se0 <k < p quattro soluzioni distinte
4 C . .
se k = p quattro soluzioni (di cui due coincidenti)
se k > 24—7 due soluzioni distinte.
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Punto ¢)
Sia n un numero naturale positivo. Calcoliamo il seguente limite

f(x) In(x? +x+ 1) _ o0
lim ——= = lim — = forma indet.—;
x——o0 X X——00 X [0'e]
applicando la seconda regola di De I’Hopital si ottiene
In(x*+x+1) 2x +1
x——00 xm Pt nx" 1(x2+x+1)

Quindi per tutti glin = 1 il limite ¢ 0.
Sia n un numero naturale positivo. Calcoliamo il seguente limite

f(x) x3—2x% +x
lim — = lim ———.
x—+o0 le x—+0o0 xn
Pern = 1 opern = 2 il limite ¢ +oo.
Per n = 3 il limite ¢ 1.
Per tutti gli n > 4 il limite ¢ 0.
Vogliamo ora calcolare il
lim [
x-0 x™
che dobbiamo calcolare per x che tende a 0, da destra e poi da sinistra.
Si ha
f(x) x3—2x%+x
lim — = lim —.
x-0t x™ x—=0% xn
Per n = 1, questo limite vale 1. Infatti si ha:
x3—2x% +x
lim f—( )= llm—— llm(x —2x+1)=1.
x-0t X x—0% X x—0%
Per n > 1, si ottiene:
f(x) x3—2x% +x
lim — = lim —————
x-0T x™ x—0" x™
Raccogliendo al numeratore e semplificando si ottiene (n > 1):
f(x) x?2—-2x+1
i = Jim i = e

Calcoliamo ora il limite per x che tende a O da sinistra:

f(x) In(x?+x+ 1) _ 0
lim = lim = forma indet. -
x-0" x" x—0 xn 0
Applicando la prima regola di De 1’Hopital si ottiene
i ln(x2+x+1)_l‘ 2x +1
o0 xn ~ o0 nx"1(x2+x+1)
Sen =1, si ha quindi
i 2x+1
02 x+1
Sen > 1,siha
) 2x +1 . )
xllgl— nx"1(x2+x+1) - T%® sencpan
2x+1

lim = 4o se n e dispari.
=0 nx" I (x2+x+1) P

AC)) esiste finito (e vale 1) solo nel cason = 1.

Quindi il limite lmé

f()

11 limite hm esiste infinito (e vale +00) nei casin > 1 ed n ¢ dispari.

f()

Se n ¢ pari e maggiore di 1, il limite destro (per x tendente a 0) di —= vale +oo e il limite sinistro

vale —oo.
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Punto d)
d) Determinare il rapporto tra le aree delle regioni limitate di piano R, e R, contenute nel |
quadrante e cosi definite:

- R, compresa tra y e la retta di equazione y = x ;

- R, compresa tra y e I'asse delle ascisse.

figura 5
Intersechiamo la funzione con la bisettrice del I quadrante: si ottiene il sistema
{y = f(x)
y=x

e i punti di coordinate O(0,0) e C(2,2).
Pertanto 1’area della regione R, ¢ data da
2 2
Area(R;) = f (x — f(x)) dx = f (=x3 4+ 2x%) dx =
0

2 16

SURE Gl R ot
x XO— 33

e I’area della regione R, ¢ data da

1 1
Area(Rz)zf f(x)dxzf(x3—2x2+x)dx=
0 0
1 2 1.1 1 2 1 1
—1=-+4 ___,3 A2 — _ _ _ S
[4x 3" +2x]0 2 372712

Quindi il rapporto tra le aree delle due regioni ¢:
Area(R;) 4 1 4 12— 16

Area(R,) 3'12 3

Tabella di analisi/commento del problema

Livello di difficolta stimato [ Basso O Medio Alto O Molto alto
. . . [x] O Molto
Formulazione del problema O Scorretta | OO Ambigua O Poco chiara .
Corretta | chiara
Si tratta di un problema O In modo
. P No [ Parzialmente . [0 Ben contestualizzato
contestualizzato accettabile

L’argomento e presente nelle R O Non & esplicitato / Non
.g . p } Si O No < L P /
Indicazioni Nazionali e chiaro
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L'argomento & presente nel

[ Non & esplicitato / Non

calcolatrice grafica?

. . Si O No . L.

QdR di Matematica? e chiaro
Di solito, viene svolto nella N

o Si O No [ Non sempre
pratica didattica usuale?
E un argomento presente nei
L ) ) O No O Non sempre Xl Sempre
libri di testo di Matematica? P P
Verifica conoscenze / abilita R .

/ : / Si O Solo parzialmente O No

competenze fondamentali?
Per la risoluzione del
problema & utile una [x] Si O No [ Parzialmente
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