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QUESITO 2 - soluzione a cura di L. Rossi e L. Tomasi

2. Si considerino, nello spazio tridimensionale, i punti  A(2;—4; 3), B(3;5;—1),
C(—6;1; 0), D(-1; 4; 8).
a) Verificare che A, B, C, D sono i vertici di un tetraedro regolare.

b) Determinare I'equazione del piano tangente in A alla superficie sferica passante per i
punti A, B, C, D.

Soluzione
Punto a)
I quattro punti dati non sono complanari. Per dimostrarlo, possiamo trovare 1’equazione del piano
che passa per A, B, C, che ¢
x—5y—11z+ 11 =0.
Il punto D non appartiene a questo piano perché sostituendo si ha
—-1-5-4-11-84+11=-98+0

Per verificare che A, B, C, D ¢ un tetraedro regolare, verifichiamo che tutti gli spigoli sono
congruenti:

AB =/ (xq —xp)*+ (4 —yp)* + (24 — 25)2 =V1 + 81 + 16 =98 = 72
AC =V64+25+9=/98=72
AD = V9 + 64 + 25 =98 = 72
BC=v81+16+1=+98=7/2
BD =V16+ 1+ 81 =98 = 72
CD =vV25+9+ 64 =98 = 7V2
D

Figura 1
Punto b)
Per trovare 1’equazione del piano tangente alla superficie sferica in A, troviamo il vettore normale al
piano che passa per A e per il baricentro G della faccia BCD (essendo il solido un tetraedro
regolare):



G_(x3+xc+xD yB+yC+yD ZB+ZC+ZD)_( 4 10 7)
B 3 ’ 3 ’ 3 ~\ 33’3

- . 10 22 2 . .
Il vettore GA ha componenti Vg, = (—, -—, ;); come vettore normale al piano possiamo

3 3
considerare il vettore 71 = (5, —11,1) parallelo a GA.
Preso un punto P(x, y, z) qualunque del piano, imponiamo che il vettore AP sia perpendicolare al
vettore 71 ossia che il loro prodotto scalare sia nullo:
(x—2,y+4,2z-3)-(5-11,1) =0
da cui svolgendo i calcoli si ottiene 1’equazione del piano:
5 =11y +z—-57=0.

Figura 2

In un altro modo, si poteva trovare il centro della sfera circoscritta al tetraedro regolare, che
coincide con il suo baricentro:

_A+B+C+D
N 4
Kz(XA+xB+xC+xD YatYp+Yc+p ZA+ZB+ZC+ZD>=<_1§E)
4 ’ 4 ’ 4 2'2'2
Vettore KA:
. 5 111
KA = (xg — Xk, Y4 — Yk 24 — Zg) = (E'_?'E)

Piano passante per A e perpendicolare al vettore KA:

5 11 1
E(x_Z)_7(y+4)+E(Z_3) =0
ossia

5(x—2)—11(y+4)+(z-3)=0
che da

5x—11y+z—-57=0.
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